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La Revue française de géotechnique est une publication scientifique trimestrielle parrainée par
les Comités français de mécanique des sols, de mécanique des roches, et de géologie de
l'ingénieur, qui publie des articles et des notes techniques relevant de ces domaines. Des
discussions sur les travaux publiés dans la revue sont également les bienvenues.

La Revue française de géotechnique se consacre à l'étude pluridisciplinaire des interactions
entre l'activité humaine et le terrain naturel. Elle est donc particulièrement concernée par tout
ce qui se rapporte à l'intégration de l'homme dans son environnement, dans une perspective de
développement durable, ce qui inclut la prise en compte des risques naturels et anthropiques,
ainsi que la fiabilité, la sécurité et la durabilité des ouwages. Le terrain naturel intervient dans
de nombreuses constructions, soit parce qu'il les porte (fondations), les constitue (remblais
routiers, barrages, barrières étanches de confinement de déchets, soutènements) ou les contient
(ouvrages souterrains, tunnels) ; on y extrait également de nombreuses ressources pour la
production d'énergie et de matériaux et on y stocke des déchets divers.

Les terrains naturels sont des milieux complexes, spécifiques et de caractéristiques variables
dans l'espace et dans le temps, composés de solides et de fluides qui y circulent ou les
imprègnent. L'identification de leurs propriétés, en termes de comportement mécanique et
hydraulique, est coûteuse, et donc nécessairement incomplète et incertaine. Les problèmes
posés sont variés, et leur résolution engage la responsabilité de l'ingénieur. On peut citer en
particulier : la conception, la construction et la maintenance d'ouvrages bâtis sur, dans ou avec
le terrain, dans des sites urbains ou extra-urbains, la stabilité de sites naturels otr construits;
l'étude de la circulation et de la qualité de l'eau souterraine ; l'exploitation des ressources
naturelles...

Les instructions aux auteurs sont publiées dans le premier numéro de chaque année,
disponibles sur demande, et accessibles sur le site Internet des trois comités
(w\in /.geotechnique.org).
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Quelques spécificités
du problème des incertitudes
en géotechnique

l'sl
IEl=Itl
l.Sl
lÉ,JffiNIPIERRE ûlt NAN

i Lab'io,rà1a,i&i.,eentfal
ûes pâms et chausséeS

,r' 58, bd Lefebwe
7573,2 Pans Cedex 75

IVDIE : LêS,dis,cussiofis sur
cet article sont acceptées
, jusqu'au tu' aatrt 2001

L'auteur introduit par des exemples les sources usuelles
d'incertitudes de la géotechnique: manque de chance
dans l'implantation des sondages, emeurs humaines dans
la manipulation ou l'interprétation des données,
remaniement des éprouvettes de laboratoire... Dans ce
contexte, la caractérisation des incertitudes, définies
comme l'écart entre le modèle de l'ingénieur et la réalité,
est une entreprise complexe, qui ne se réduit pas à
l'application de simples analyses statistiques ou
probabilistes. Il en est de même pour la théorie de la
décision, qui nécessite des schémas d'analyse plus
complexes que ceux gue l'on avait appliqués dans les
années 1960-1970. Néanmoins, ces techniques d'analyse
doivent être connues pour éclairer la réflexion des
ingénieurs.

Mots-clés : sources d'incertitude, analyse de risque,
fondations, eneur.
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Some specific aspects
of the question of uncertainties
in engineeringgeotechnical

The author describes, by means of examples, the usual sources
of uncertainty in geotechnical engineering: bad luck when
choosing the location of soundings, human errors during data
handling or interpretation, remoulding of samples before
laboratory testing... In such a context, characterising
uncertainties, defined as the distance between the engineer's
rnodel and reality, cannot be restricted to the use of elementary
statistical or probabilistic techniques of analysis. The situation is
the same for the decision theory, which needs more complex
models or analysis than those used in the 1960-1970'ies.
Nevertheless, these techniques must be known to engineers, in
^-À^- +^ l,-^l^ +1,-^* +L-.:'^1.;^ ^-^ ^ff;^-:^.^+1.,\Jl L.lEl LU rrçIp Lllslll Lllrllr\llrv rrrul g glllurgrrLry.

Key words: Source s of incertainly, risk analysis, foundations,
errors.
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lntroduction
Parmi les sciences de l'ingénieur, la géotechnique a

une spécificité lourde de conséquence s : l'ingénieur
chargé de I'aménagement d'un site ou de la conception
d'un ouvrage peut spécifier une partie des matériaux
qu'il utilise, comme le béton, l'acier, le bois, les matières
plastiques.. . Mais il doit s'accommoder des terrains
existant sur le site et, pire encore, commencer par les
identifier et les caractériser avant d'entreprendre la
conception du projet.

L'identification des sols et des roches s'effectue au
moyen de sondages (linéaires), d'essais ponctuels et de
mesures géophysiques sur des surfaces ou des
volumes. Comme 1e volume et le budget des reconnais-
sances sont toujours limités , Ia connaissance du site
d'un projet reste partielle et les données des calculs
sont incertaines.

L'intérêt des spécialistes de la géotechnique pour la
description statistique des sols et des roches et pour les
calculs de probabilités est né de cette incertitude, qui
ne traduit pas un état aléatoire de la nature mais le
niveau de connaissance ou de méconnaissance que l'on
en a.

Le géotechnicien observe la nature à une échelle
où il n'y a pas de doute sur la présence et les pro-
priétés des matériaux. Dans chaque volume élémen-
taire, qui est infiniment grand par rapport aux
atomes ou aux rayonnements, il y a un matériau (ou
plusieurs matériaux) dont l'état et Ie comportement
sont parfaitement définis et que l'on peut mesurer si
on le désire. Mais on ne peut prélever et caractériser
tout le sol d'un site. Entre des points, des lignes, des
surfaces ou des volumes où l'on fait des mesures, il
reste des espaces dont les propriétés doivent être
estimées. Dans un volume de sol ou de roche, la
nature et les propriétés des matériaux sont donc des
fonctions aux valeurs estimées, âssimilables aux
champs aléatoires de la théorie des probabilités
parce qu'en chaque point de nombreuses valeurs
sont possibles, même si une seule (inconnue) existe
réellement.

Dans ce texte, la probabilité ne décrira pas la nature
aléatoire de la matière mais plutôt, comme l'a posé
Cornell au début des années 1960, le degré de
confiance de f ingénieur pour le modèle qu'il a
construit des massifs de sols et de roches existant sur Ie
site de son étude ou du comportement de l'ouvrage
qu'il étudie.

Cette définition implique la nature, qui existe, et un
modèle, qui la représente. Tous les ingénieurs font des
modèles et chaque modèle a un écart par rapport à la
réalité. Les modèles de la géotechnique peuvent être
très représentatifs ou très incertains suivant la com-
plexité du site, que l'on ne connaît généralement pas a
priori et qu'il faut identifier en même temps que l'on
fait les mesures.

Les différentes classes d'erreurs, d'incertitudes et
d'aléas que I'on peut rencontrer en géotechnique
ainsi que leur prise en compte possible sont détaillés
dans l'article de ,J.-L,. Favre (2000). Norrs allons les
introduire ici à travers quelques exemples. Puis nous
examinerons, dans le cas des fondations sur pieux, Ie
niveau de complexité nécessaire des analyses d'incer-
titudes en géotechnique, qui s'avèrent nettement plus
complexes que les premiers travaux des années 1960-
197 0.

Les surprises d'une plai ne côtière
La reconnaissance géotechnique d'un terrain de

25ha (500 m x 500 m) avait été organisée de façon
méthodique, avec des sondages au pénétromètre sta-
tique et des sondages carottés avec essais de labora-
toire (Fig .1.a). Rien en surface n'indiquait de variabi-
lité particulière des terrains et l'ingénieur chargé de
l'étude établit un modèle simple du site, constitué de
couches horizontales dont les propriétés étaient la
moyenne des résultats des essais de laboratoire. Leur
variabilité était faible et ce modèle servit au calcul des
tassements du sol sous un remblai général de
quelques mètres de hauteur. Ce modè1e était bien calé
sur les essais ædométriques. Pourtant, il s'avéra com-
plètement faux: le site était traversé, Selon I'axe
d'implantation des sondages carottés, par une vallée
fossile remplie de sols compressibles (Fig. 1.b). Les
essais ædométriques représentaient uniquement la
vallée. Le reste du site ne comportait que des argiles
surconsolidées anciennes, dans lesquelles la vallée
avait été creusée.

Cet exemple illustre à la fois un problème d'échan-
tillonnage et un problème d'interprétation des don-
nées. L'échantillonnage (le choix de la position des
essais) conditionne la représentativité des données.
Dans l'exemple présenté, ces données ne reflétaient pas
le site entier. Tout géotechnicien est à la merci d'un tel
( manque de chance )). En revanche, l'interprétation
des données était incorrecte aussi, par inexpérience de
l'ingénieur responsable des calculs de tassements: les
sondages de pénétration statique permettaient de déli-
miter clairement la vallée fossile et de guider l'interpré-
tation du site.

Les informations disponibles permettaient donc de
définir le site mais pas par une analyse simple des seuls
paramètres de compressibilité ædométrique, qui
étaient ceux nécessaires au calcul.

L'analyse simultanée d'informations d'origine et de
nature diverses est très souvent nécessaire dans les
études géotechniques et peut nécessiter des techniques
d'analyse complexes, telles les méthodes d'analyse fac-
torielle comme l'analyse en composantes principales
qui est présentée dans l'article de Pouget et al. (2000).

E
De l'importance du transport
des carottes desol

Sur un autre projet, où l'on voulait construire un
barrage à travers la vallée d'un fleuve, les couches
superficielles des sols, jusqu'à une profondeur d'une
dtzaine de mètres, étaient constituées d'argiles
molles sensibles. Ces argiles étaient assez résistantes
pour porter les quelques mètres de remblai consti-
tuant le barrage dans le lit majeur du fleuve. Néan-
moins, le projet établi sur la base d'essais de labora-
toire réalisés à quelques milliers de kilomètres
conclut à Ia nécessité d'un barrage en palplanches
accrochées à une ligne de pieuX : le laboratoire avait
déclaré que les argiles qu'il avait reçues étaient à
l'état liquide et ne pouvaient donc porter aucune
charge.
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Cet exemple montre l'importance de la qualité des
mesures : si le résultat d'une mesure est faux (ici par
remaniement préalable de l'éprouvette, mais cela peut
venir de l'appareil de mesure ou d'une erreur de trans-
mission des résultats), le modèle sera faux, même si
tous les résultats des essais sont identiques.

E
ll nefaut pas touiours éliminer
les donnéesatypiques

Une des démarches fréquentes des analyses statis-
tiques consiste à éliminer les données qui perturbent
l'analyse parce qu'elles sont trop différentes des autres.
Dans certains cas, cela fait partie du modèle d'anallzse :

une pluie catastrophique ou un séisme de magnitude
élevée peuvent être traités comme des événements
rares à longue période de retour et être éliminés de
l'analyse des risques pour une période de durée limi-
tée. Mais, quand il s'agit de propriétés des sols sur un
site, il vaut mieux réfléchir soigneusement avant d'éli-
miner des données, comme l'illustre l'exemple suivant.

ra----l^ r--^^i ^1l----^ ^--.!^-^^--+^ l^ -^^ .^^:^. 'Sut'ie trace ci une autoroute, ia reconnaissance geo-
technique avait révélé l'existence de deux couches de
sols argileux compressibles, séparées par une couche
de sable. La construction fut organisée en deux étapes,
séparées de trois mois d'attente pour que la consolida-
tion de l'argile ait Ie temps de s'effectuer. Lors de la
mise en place du remblai de la deuxième phase, une
rupture se produisit sur une centaine de mètres de lon-
gueur, retardant de plus d'un an l'achèvement des tra-
vaux. L'enquête réalisée après la rupture révéla que,

dans la zone du glissement, la couche intermédiaire de
sable était rempl acée par une couche d'argile sableuse
de perméabilité voisine de celle des couches d'argile.
L'ingénieur responsable du projet avait bien noté que
le sondage réalisé dans cette zone avait donné des
résultats un peu différents des autres. . . Mais au lieu de
demander des sondages de contrôle, il avait jugé que
c'était une information aberrante et l'avait éliminée de
son modèle du site.

Dans les reconnaissances géotechniques, il n'y a pas
de raison que la nature soit systématiquement
conforme à l'idée simplifiée que l'on se fait d'elle. La
ressemblance d'une donnée aux autres n'est pas un cri-
tère de tri... Il faut vérifier si ce n'est pas plutôt un
indice de la mauvaise qualité du modèle du site, que
des données complémentaires pourront permettre
d'améliorer.

E
À ptopos d'erreurs grossières

Lorsque l'on entreprend des analyses statistiques,
on admet de façon plus ou moins consciente un certain
nombre d'hypothèses, dont la première est qu'il existe
des lois de probabilité des objets étudiés. L'image la
plus fréquente de ces lois de probabilité est celle d'une
fonction dont la valeur moyenne est connue en chaque
point mais dont les valeurs réelles varient de façon
aléatoire autour de cette valeur moyenne. La possibi-
lité d'estimer les paramètres de la dérive (variation de la
valeur moyenne) du paramètre étudié dans l'espace ou
en fonction de la profondeur n'est pas une garantie de
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la validité du modèle. Ce n'est pas l'analyse statistique
qui peut protéger l'ingénieur contre les fautes gros-
sières, par nature non probabilisables, que l'on observe
parfois dans les projets.

Un événement survenu lors de la reconnaissance
géotechnique du tracé de la voie d'accès à une usine
sidérurgique déjà construite a fait croire pendant plus
d'un an que la construction de cette voie d'accès
dewait être abandonnée: l'origine de cette crise était
une simple erreur de numérotation des caisses conte-
nant les carottes des sols prélevés sur le site: des
échantillons d'argiles raides prélevés à plus de vingt
mètres de profondeur furent échangés avec des échan-
tillons d'argiles molles prélevés en surface. Les essais
de compressibilité réalisés sur les carottes donnèrent
des caractéristiques très faibles pour les sols prélevés
en profondeur et des pressions de préconsolidation
très inférieures à la contrainte effective initiale à cefte
profondeur. L'application mécanique des formules de
calcul des tassements montrait que ces couches pro-
fondes auraient du tasser de plusieurs mètres sous le
poids des couches supérieures et sous leur propre
poids. Il fallut plus d'un an pour que la vraisemblance
des données géotechniques fût remise en cause, en
s'appuyant sur des règles de cohérence géologique et
géotechnique du site sans aucun rapport avec les don-
nées analysées.

Ce type d'erreurs, heureusement rare, n'est pas
décelable par une simple manipulation des données.
Les erreurs signalées dans les exemples pr écédents
(mauvais choix des données à analyser, remaniement
du sol avant les essais) sont également très rares et font
partie de cette catégorie des erreurs humaines ou gros-
sières que I'on ne sait pas traiter de façon statistique ou
probabiliste. Les codès de bonne prâtique et recom-
mandations professionnelles tentent de les écarter par
une exhortation à un travail de qualité, exécuté par du
personnel formé et compétent, voire par la vérification
du travail par une autre personne.

E
lincertitude sur les résultats
des calculs dépend
defacteurs complexes

Les spécialistes de la géotechnique ne se contentent
pas de créer des modèles de sites, ils calculent aussi des
ouvrages de formes variées. On comprend facilement
que si les données du calcul sont incertaines (aléa-
toires), le résultat du calcul le sera aussi. La théorie des
probabilités dispose pour l'étudier de la notion de fonc-
tion aléatoire, qui n'est nullement contraire à Ia défini-
tion de la probabilité que nous avons adoptée : le résul-
tat du calcul est aussi un modèle du comportement réel
de l'ouwage. L'ouwage a un comportement unique (en
général) et 1a probabilité est celle de l'éga.lité dr-r calcul
(incertain) avec ce comportement réel du sol et de
l'ouwage.

L'évaluation de l'incertitude sur le résultat d'un cal-
cul est compliquée en pratique par l'existence de
sources d'incertitudes autres que celles des données
(Fig . 2): eD gén éral, les modèles de calcul ne sont
qu'une approximation de la réalité du fonctionnement
mécanique des massifs de sols ou de roches et le

L modèle géométrique du massif peut être lui-même très

v

approximatif. Les charges imposées à l'ouwage par son
environnement sont mal connues. Et l'ouwage finale-
ment obtenu dépend aussi des conditions de sa réali-
sation. On se trouve donc dans la situation d'estimer
des incertitudes sur des résultats numériques de cal-
culs qui ne décrivent que de façon approximative la
réalité du site et des travaux.

De telles analyses nécessitent des outils complexes
dont la validation est difficile et dont le développe-
ment rencontre pour cette raison de nombreux obs-
tacles.

Un site Une rçcCInnaissance
gé*technique partielle

De* rnêthode* et rrÈgles
de calcul appnrchées

Des actian* impusées
par l"environnement

ivenl, séi*mes,.,.)

La réalité de l'exé*ution
des lravaux

iiiiiiiiïli:ii|iiiiïifiiiiill;|iiiïruæl.Ëiiiii1 Les incertitudes des
Uncertainlv sources in

calculs géotechniques
geotechnical design.
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De l'utilité, des corrélations
La rareté des données géotechniques à l'échelle

d'un projet courant oblige l'ingénieur à utiliser toute
l'information existante, même si elle ne se rapporte
qu'indirectement aux phénomènes qui conditionnent
la conception et le fonctionnement de l'ouvrage. Les
corrélations entre paramètres contribuent à la valori-
sation de cette information en permettant de contrôler
la vraisemblance des résultats des essais, de détecter
des anomalies, ou même de fabriquer les données de
certains calculs.

L'utilisation de corrélations est facile... les tech-
niques de recherche de corrélations par régression
linéaire sont simples et les ouwages spécialisés en pro-
posent beaucoup. Il faut pourtant être très vigilant dans
cette démarche et ne rechercher des corrélations
qu'entre des paramètres dont la mécanique des sols ou
des roches peut expliquer le lien.

-

Évaluer les risques
L'évaluation des risques est l'objectif affiché de

'l^^^ 
^l^ --^^t-^---1-^- -l-- -t-- -1 | Iucauuuup ue |eurlercrles recellles uans IOus les sec-

teurs de la société. Le cadre d'analyse est la théorie de
la décision, avec des schémas de causes et consé-
quences, des indices de fiabilité, etc. Les outils sont
fournis par les théories statistiques et probabilistes,
parmi lesquelles on a observé au cours des dernières
années l'émergence de la notion d'ensembles flous
pour traiter les phénomènes difficiles à probabiliser.
Les schémas d'analyse sont attendus des différentes
disciplines concernées, c'est pourquoi il n'est pas éton-



nant que les difficultés pratiques puissent différer d'un
domaine à l'autre.

L'évolution des applications des probabilités et sta-
tistiques aux études de mécanique des sols, avec l'idée
de définir des niveaux de risques associés aux
ouvrages, s'avère assez dlfférente des prévisions que
l'on a pu faire au cours des années 1970. Le formalisme
des méthodes d'analyse de risque et de décision, qui
était facile à mettre en æuvre pour des calculs limités à
quelques additions ou multiplications, n'a pas suivi
l'évolution des méthodes de calcul modernes, mais on
s'est aussi rendu compte que l'on manque d'éléments
d'évaluation des niveaux de risques réels des ouwages.

E
Uouvrage deréférence

Pour les ingénieurs et chercheurs qui se sont inté-
ressés aux applications des statistiques et probabilités
dans le domaine du génie civil et,, plus particulièrement
de la géotechnique, au cours des années 70, un ouwage
récent servait de référence, le liwe de Benjamin et Cor-
nell (1970) sur les probabilités, les statistiques et la déci-
sion pour les ingénieurs civils (Fig. 3).

Dans leur préface, Ies auteurs écrivaient que : rc Ce
liwe est destiné aux étudiants, praticiens, enseignants
et chercheurs en génie civil... (Il s'appuie sur) l'utilisa-
tion d'exemples et de problèmes tirés du domaine du
génie civil. . . La raison principale de ce livre (est qu')
une nouvelle théorie, encore controversée, se déve-
loppe autour d'un objectif de prise de décision écono-
mique... ))

De fait, ce liwe avait pour axe central les outils de la

pffffi ;:.,1i , ffi',#tii*'

théorie de la décision. Sa lecture était et reste encore
revigorante sur les objectifs qu'il est possible de pour-
suivre. Mais il est utile aussi de regarder les trente
années passées et de se demander ce qui a évolué et
pourquoi cette idée n'a pas débouché sur des applica-
tions pratiques. Nous l'examinerons sur le thème des
fondations sur pieux.

À ta page 527 de ]'ouwage, on trouve un exemple de
problème servant de lien entre le liwe de Benjamin et
Cornell (1970) et le génie civil: uû ingénieur doit sélec-
tionner la longueur de pieux à enfoncer par battage
jusqu'à un substratum dont la profondeur est incer-
taine. Les actions possibles sont de foncer des pieux de
20m ou de 25m et les profondeurs possibles du sub-
stratum sont de 20m ou 25m (Tableau I). Les consé-
quences des couples ( décision-état > sont données
dans le tableau I. La solution explique comment
prendre la meilleure décision. Une variante du pro-
blème consiste à inclure dans l'analyse les résultats
d'un essai sonique de recherche du niveau du substra-
tum, puis le battage préalable d'un pieu pour faire dis-
paraître l'incertitude.

iiliiiiliiiiiii:iii,iliiiiiiliiii iiiiiii Conséquences des actions suivant les états
de la nature.
Consequences of actions depending
on the states of nature.

L'ouwage de Benjamin et Cornell définit clairement
les fondements philosophiques de leur analyse. Pour
eux, l'incertitude naît de la différence entre la réalité et
le modèle qui la représente. Le modèle est l'idée que
l'ingénieur se fait de la réalité, qu'elle provienne de
l'analyse de mesures, de calculs ou d'idées < générale-
ment admises ). On peut pour éciairer les idées citer
comme exemples de modèles, le modèle géologique ou
géotechnique d'un site, ou Ie résultat d'un calcul.

Le problème de cette approche est qu'elle ne s'inté-
resse pas au cæur de l'activité du géotechnicien, qui est
la conception et la justification des projets d'ouvrages.
Ainsi, dans l'exemple rappelé ci-dessus, }e calcul du
pieu se limite à a atteindre le substratum rocheux )).
C'est un type d'analyse géotechnique pour le moins
très élémentaire. C'est probablement aussi le seul type
d'analyse que l'on sache waiment faire, trente ans plus
tard.

E
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Frobabilitês, statistiques et décision pour les
ingêniears civils

J.R. Beniamin, C.A, Come[l
l. Analyse statistique des données
2. Eléments de la théorie rJes probabilitds
3. Modèles probabilistes cCIurants

4" Modèles probabilistes et données
observées

5. Théorie élémentaire bavésienne de la
décision
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ïf1iTiTfi#fiiiiiiït iiiiiffi Xiiiii L'ouvrage de référence des années 7O.
The reference book of the 1970' sies. l
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d'une prise de conscience que l'évaluation des incerti-
tudes sur la conception et la justification des ouwages
était vraiment un problème complexe. On peut le voir
sur le même exemple d'un pieu dont on doit justifier la
capacité portante en suivant les règles de calcul en
vigueur.

Selon les règlements ou normes en vigueur dans la
plupart des pays, la justification d'yr pieu (Fig. a)

soumis à I'action de charges externes F et porté par la

l'expérience mais qui dépend tout de même d'essais
ponctuels et de qualité inconnue pose des questions
difficiles, d'autant que le calcul complet incorpore
d'autres phénomènes (charges horizontales, effets de
groupe, effet répartiteur de la rigidité de la structure
portées par les pieux) qu'i1 faudrait aussi caractériser.

résistance de pointe Ô, et

s'appuie sur deux conditions
de charge : une condition

le frottement latéral

pour chaque combinaison
d'équilibre de la forme ;

fût

Q,
iriature
du xol

I

I

I?

Pressiçmôtre

Ménard

Vérif icstion verticale :

( Q,*o* * Qp*o*

plus

- vérificafion
horizsntale

- effet de groupe

- rigidit é, de la
gtructure

Ë.ô,+ôr,
et une condition sur les déplacements ou déforma-
tions du pieu:

Déplacement < seuil prescrit.

charge$

iiiiii-iiiiiiifirïii-|iiiïiiliitffiffiiili1i Modèle d'interaction sol-pieu.
Soil-pile interaction model.

L'utilisation d'autres modèles (méthodes de calcul
utilisées au Pays-Bas, calcul en éléments finis...) oblige
à refaire complètement l'analyse d'incertitudes.

Cet exemple à peine ébauché illustre à notre avis
l'évolution des attentes des ingénieurs géotechniciens
vis-à-vis des méthodes d'analyse statistique et proba-
biliste au cours des trente dernières années: les sché-
mas de calcul des années 1970 étaient suffisamment
simples pour permettre Ie déroulement d'une procé-
dure d'analyse d'incertitude, voire de prise de déci-
sion... Mais ils sont trop simples par rapport aux déve-
loppements modernes des connaissances sur le
fonctionnement mécanique des pieux (et, de façon
générale, de tous les ouvrages géotechniques) . L'éta-
lonnage global des méthodes de calcul, y compris les
méthodes de mesure des paramètres et les méthodes
d'exécution des travaux, yr'à pratiquement été fait dans
aucun pays, à part quelques exceptions comme I'éTa-
lonnage du calcul des pieux au pressiomètre et au
pénétromètre statique en France. Cet étalonnage est
indispensabie pour évaluer le biais de la procédure de
calcul (écart de la valeur moyenne calculée par rapport
à la réalité). Sans cette vérification du bon cadrage de la
procédure de calcul, il n'est pas possible d'évaluer les
incertitudes et les risques associés aux ouvrages. Ce
travail est long mais il devra être fait si l'on veut préci-
ser les valeurs réelles des marges de sécurité en géo-
technique et éventuellement les réduire un jour de
façon volontaire et contrôlée. En I'absence d'un tel tra-
vail, l'application des procédures de dimensionnement
validées par I'expérience reste le seul garant de la qua-
lité du travail des ingénieurs.

Conclusion
Les études de géotechnique souffrent d'incertitudes

dont les origines sont complexes. Norrs avons cité
l'interpolation ou l'extrapolation des données autour
des points de mesure, la fiabilité des résultats de ces
mesures, la complexité des problèmes étudiés et le
volume réduit des informations disponibles, la cara cté-
risation des résultats des calculs mais aussi l'existence
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iiiii1ïi$iiXï!Ïiiiiiiiilix11fx11r ffir#ii Charses et résistance du sol sur un pieu.
Loads and soil resistance on a pile.

Les procédures de calcul traitent globalement le
problème et donnent les valeurs à comparer pour justi-
fier l'ouvrage. Si l'on veut rechercher par contre les
sources d'incertitudes, il faut identifier les modèles qui
représentent les différentes réalités qui conditionnent
le fonctionnement de l'ouvrage. Ces modèles corres-
pondent aux charges, au comportement du sol, à
l'interaction sol-pieu, à l'interaction pieu-structure, à la
déformation du pieu, etc. On en vient alors à évaluer
Ies écarts entre }a réalité et chaque modèle, ce qui n'est
pas facile à réaliser.

Les incertitudes sur les charges peuvent être rap-
portées aux combinaisons (arbitraires) des charges élé-
mentaires et à ces charges élémentaire s : masse des
matériaux (géométrie et masse volumique), charges
mobiles, reports de charges dus au fonctionnement
mécanique de la structure, effets du vent, de la neige,
des chocs, des séismes, du frottement négatif...

L'analyse des incertitudes sur les sols et sur les
modèles de calcul est traitée différemment selon la
méthode de calcul choisie. La méthode pressiomé-
trique. d'usage très courant en France (Fig. 5), r-rtilise
des résultats de mesures mécaniques (l'essai pressio-
métrique) mais aussi des abaques qui expriment l'effet
de la nature des sols et des types de pieux, et qui ont
été ca\és sur l'expérience ... La fiabilité d'une procédure
de calcul dont certaines parties ont été calées surI
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d'incertitudes ou d'erreurs tellement importantes et
inexplicables qu'elles perturbent les schémas clas-
siques de l'analyse statistique ou probabiliste.

L'avenir des procédures d'analyse de risques et de
prise de décision, connues sous le nom de théorie
bayésienne de la décisioh, dépend de la possibilité
d'inclure dans ces analyses les modèles modernes de
fonctionnement des ouwages. Nous possédons actuel-
lement des règles historiques, partiellement justifiées
et codifiées, dont I'utilisation garantit un résultat satis-
faisant. Pourra-t-on affiner ces règles pour diminuer en

moyenne la marge de sécurité ? La réponse est incer-
taine : les outils d'analyse dépendent de données expé-
rimentales complexes ou rares. . . La prévision est diffi-
cile dans un contexte de concurrence économique
difficile à contrôler.

L'application des techniques d'analyse statistique et
probabiliste présente donc un intérêt potentiel dans les
différents domaines de la géotechnique et la connais-
sance de ces méthodes, mais aussi de leurs limites, est
un élément important de la formation des ingénieurs
de génie civil et de géotechnique.

Benjamin J.R., Cornell C.A. (1970) - Proba-
bili$, statistics and decision for civil engi-
neers. New York, Mc-Graw-Hill Book
Company, 684 p.

Faure J.-L. (2000) - ccLes différents types
d'erreur et leur prise en compte dans les
calculs géotechniques >. Revue française
de géotechnique. no 93, p.11-20.

Pouget P., Cadoux N., Magnan J.P. (2000) -
a Deux applications de l'anaiyse factorielle
à des données géotechniques )) . Revue
française de géotechnique, no93, p.43-54.
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Les différents types d'erreurs
et leur prise en compte
dans les calculs géotechniques

Les trois principales sources d'incertitudes sur les
propriétés des sols et des roches sont tout d'abord
précisées : la variabilité naturelle, les mesures, les
modèles. Leur prise en compte possible est indiquée dans
le cadre de l'analyse statistique et de la théorie des
probabilités. L'attention est particulièrement attirée sur
le problème de la réduction de variance, spécifique aux
mécanismes de défaillance sur de grands volumes, et sur
le poids très pénalisant du manque de mesures
comparativement à la variabilité naturelle des terrains.

Mots clés : variabilité naturelle, incertitudes
d'échantillonnage, erreurs de modèles, distance d'auto-
comélation, réduction de variance, fiabilité.
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The different kinds of errors
and their consideration
in geotechnical design

The three main sources of uncertainties about soils and rocks
characteristics are described, namely : the natural variability,
measures and models. Their possible consideration is described
in the statistical anaiysis and within the theory of probabilities.
Attention is specially drawn on the problem of variance
reduction, typical in failure mechanisms linked with great
volumes, and on the handicap due to the lack of measures.

Key words j natural variability, uncertainties of samplings,
model errors, auto correlation distance, variance reduction,
reliability.
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Les trois types d'incertitudes
pour les sols et les roches

ffi
Le désordre ordonné

Le < désordre ) qui affecte les propriétés des sols et
des roches n'est pas aléatoire. Il est lié à l'histoire de
Ieur formation qui a ses lois très précises (tectonique,
érosion, transport et sédimentation, etc.) et à la nature
même de la matière. Mais la complexité de ces lois et
des conditions de leur application et la complexité de
la matière font qu'il est impossible de connaître parfai-
tement ces propriétés : orr est donc devant un phéno-
mène incertain au sens où on ne peut prévoir de façon
certaine ses réalisations, i.e. les propriétés en un point
d'un massif . La première démarche est de connaître
l'essence des phénomènes et pour cela une bonne
reconnaissance géologique est toujours indispensable ;

elle réduit le caractère incertain de la prévision.
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Diff ér ents degrés d' i nce rta i n en g,ë,otech n i q u e

Cet incertain naturel peut avoir divers degrés et
donc entraîner différents moyens d'investigation, de
prise en compte et modélisation :

- on peut se trouver dans des terrains très erra-
tiques, à fortes hétérogénéités avec des fractures, des
zones de faiblesse ou au contraire des points < durs >,

des arrivées d'eau, etc. Géométrie et propriétés sont
très tourmentées . La modélisation est essentiellement
déterministe et dichotomique (oui ou non). Elle peut
aussi faire appel aux ensembles flous comme aide à la
décision. lJne telle démarche est illustrée par l'article
de Daniel Boissier cc Décision et incomplétude > ;

- on peut se trouver dans des terrains peu désor-
donnés présentant une stratification relativement régu-
lière avec, pour chaque couche, des propriétés relative-
ment régulières aussi. La reconnaissance géotechnique,
guidée par le modèle géologique de terrain, prend ici
toute son importance pour proposer un modèle méca-
nique de terrain. Les autres articles se placent plutôt
dans ce cas où les analyses statistiques et le calcul des
probabilités prennent tout leur sens ;

- enfin, les terrains peuvent avoir été fabriqués par
l'homme, qu'il s'agisse de barrages en terre, de rem-
blais, de terre armée, etc. On a affaire alors à des
contrôles de fabrication et des tests de réception. Cet
aspect n'est pas traité dans ce numéro spécial.

iiiliiiiÏÉiiiiiiÏÏîiii:iiiiiiiiiiÏ'ÏlÏri'iilx::i:::ifiii;
::::r:i:::::::1ï:::::::j:.r:::ir:r's.:r:r::::i:::::::::r::::::r.: :ii1:r:r::: !::ra:! a::r:r:::::::::
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Différentes ë,chelles de l'i ncertain

Un autre aspect de l'incertain naturel des sols et des
roches est qu'il peut se manifester à diverses échelles
spatiales, emboîtées, fractales. Ceci est illustré par une
étude de l'École des mines de Paris sur le maisif ,Ces

Ardennes à propos des propriétés des roches (Fig. 1) :

celles-ci décroissent en fonction de l'échelle d'observa-
tion ou du volume concerné, depuis l'échelle atomique,

où la première dislocation introduit une baisse brusque
des propriétés ; les échelles suivantes provoquent la
poursuite du phénomène tout en l'amortissant de plus
en plus jusqu'à l'apparition , à l'échelle microscopique,
de Ia première micro-fissure, et ainsi de suite jusqu'à
l'échelle du massif montagneux parcouru de fai]les.

Propriétés
mecaniqneti

E
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des roches.
Rock properties overlaped scales.

ffi
Les trois types d'incertitudes
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Incertitudes active et passive

Mais ce désordre naturel n'est pas la seule incerti-
tude dans la connaissance des propriétés des sols. l]ne
deuxième source vient de notre connaissance impar-
faite de la nature : la nature EST. lln phénomène phy-
sique incertain, quand il se réalise, se réalise de façon
certaine ; il présente une valeur sûre, déterministe, mais
nous ne pouvons pas la connaître parfaitement à cause
de l'imprécision et de l'imperfection de nos appareils
de mesure. Nous commettons une erreur, distance
entre une valeur vraie mais inconnue et une valeur
donnée par l'appareil de mesure.

La première incertitude reliée à la réalisation du
phénomène physique est souvent appelée active et la
deuxième, Iiée à Ia mesure, est souvent appelée passive.
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Erreur de modèle

Enfin, il existe pour nous un troisième type d'incer-
titude, celle liée à l'utilisation de modèles de comporte-
ment. Les propriétés des sols et des roches rentrent
dans des lois rhéologiques qui représentent plus ou
moins bien la réalité de Ia relation contraintes-défor-
mations. Ainsi on utilise essentiellement le modèle élas-
tique linéaire isotrope-plastique parfait ou fragile, alors
que le sol est mieux représenté par un modèle élasto-
plastique orthotrope. Quant au comportement réel du
sol, personne ne Ie connaîtra jamais ; oD ne fait que
l'approcher. On fait donc une erreur de modèle indé-
pendamment de l'erreur que l'on fait sur la mesure des
paramètres du modèle choisi.

-

Erreurs et incertitudes liées
à la caractérisation des sols

ffi
Les erreurs d'observation et d'enquëte
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La loi des erreurs

La réalité est waie, sûre mais inconnue. La mesure
en est une estimation. On considérera donc la mesure
comme une variable aléatoire. La différence entre la
valeur vraie et la mesure est l'erreur de mesure € : c'est
aussi une variable aléatoire.

Cette erreur peut avoir une part systématique :

Elel + 0. On l'appelle un biais.

Elle a une part aléatoire o(e) * 0. C'est la dispersion
de l'erreur ou incertitude.

La loi des erreurs est représentée par la fameuse
courbe en cloche (Fig. 2). C'est la loi a normale > ou de
Laplace-Gauss, appelée ainsi car elle représente le
comportement des phénomènes incertains a normaux )
qui dépendent d'un grand nombre de petites causes
plus ou moins indépendantes et du même ordre de
grandeur.

Loi des emeurs.
Errors law.
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Erreurs d'observation

On distingue trois types d'erreurs d'observation :

. Les erreurs de mesure proprement dites, Euo

Elles sont liées à l'appareil de mesure et à l'opéra-
teur.

Avec les progrès de la métrologie, on a consid éra-
blement réduit les erreurs d'imprécision et avec l'acqui-
sition automatique, les erreurs d'opérateur. Encore
faut-il avoir fait un étalonnage et un tarage corrects.
Mais il reste les erreurs de reproductibilité liées au
caractère destructif de la plupart des essais de géo-
technique et les erreurs d'opérateur liées à la difficulté
de certains essais (au triaxial, au pressiomètre : qualité
du trou, etc.).

Enfin, il est bien connu que chaque essai représen-
tant le < coup de main > de l'opérateur, on constate des
différences systématiques plus ou moins grandes d'un
laboratoire ou d'un bureau de reconnaissance à l'autre.

. Les erceurs de représentativité, E,r,

Elles proviennent de la transformation de la mesure
physique.

On ne mesure guère directement que des lon-
gueurs, des masses et des températures et la plupart
des appareils sont basés sur des mesures de déplace-
ment. Il faut donc transformer la mesure. On procède
alors à un étalonnage de l'appareil et à son tarage. Mais
il y a des transformations plus importantes et plus
incertaines : section d'un échantillon au triaxial pour la
contrainte or? Pente initiale d'une courbe de charge-
ment pour le module de Young ? (en fait, il faut parler
de modules sécants, la limite élastique sur chemin
déviatorique ne dépassant guère 10- 5).

. Les erreurs de I'instaDf, r'nr,

Elles proviennent de la variation de la propriété
entre le moment où on la mesure et le moment où le
sol est mis en æuvre.

Le cas typique est celui des propriétés du béton.
Pour les sols, le remaniement relève de ce type
d'erreur, en particulier pour tous les essais mécaniques
de laboratoire et pour l'essai pressiométrique.

i:iiiiii:::i:iiliiiiÏ:i:iliii:l:i:irÏiÏii:iil,.:,t:i:iiiliiiiii:i:,ir:iiliiri:ii
:r::r:i:r:i:::i::r::::i:::tii:r:it:i:t:i::t::j:t:::i::r:l:iii.I :i r:l:ri::i:r ilii:r:::::: :.r.r:::::::::::l::::

Les erreurs d'enquëte

. Les erceurs d'enquête proprement dite
Ce sont les erreurs liées à une mauvaise conduite

,Ces reconnaissances.

Les mesures effectuées ne sont pas représentatives
du problème : on décrit en figure 3 l'exemple d'un rem-
blai récent mal identifié au droit de chaque appui qui
le sollicite, un remblai ancien en biseau pouvant exister
sous certains appuis ; la figure 3-b illustre le problème
d'une fondation superficielle reconnue à moins de 3 à 5
fois sa largeur, ignorant ainsi une couche faible qui
peut piloter les tassements.

. Les erreurs d'échantillonnage
Ce ne sont pas, à proprement parler, des erreurs.
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lo

1i1l,tlr1l1iiti11itii1ii1iiii+ilt;1,1:i:,çfffit#;ttiiii Exemples de problèmes d'enquête.
Investigation difficuities cases.

Imaginons que chaque mesure est parfaite mais que la
propriété varie d'un point à l'autre de l'espace. Cette
variabilité naturelle sera modélisée comme une
variable aléatoire dont on va estimer les caractéris-
tiques avec les mesures. On a ainsi un échantillon sta-
tistique de taille n pour estimer les caractéristiques
d'une population infinie. On estime ces caractéristiques
par des intervalles de confiance : la moyenne (ou I'écart
type) de la propriété, qui est sûre mais inconnue a une
probabilité de 95 % par exemple d'être encadrée par
deux valeurs dépendant des observations. L'utilisation
des intervalles de confiance est illustrée par les articles
de Maurice Cassan a Utilisation de la statistique des-
criptive en géotechnique > et de François Baguelin et
Jean-Bernard Kovaric a LJne méthode de détermina-
tion des paramètres géotechniques ) pour Ie choix des
paramètres de projet ou valeurs caractéristiques.

iii:ïiiii'iiliïïiilrllliiiiiiiiiii,::',iiiiîii iiiiiii; i riiiirlii

Protection contre les erreurs d'observation
et d'enquëte et modélisation

La modélisation des erreurs d'observation est natu-
rellement faite par des variables aléatoires. On cher-
chera à définir en premier lieu l'espérance des erreurs
E [ri], les biais, et leur variance o2(e,), leur dispersion. La
protection contre ces différentes erreurs est claire
puisque leurs causes sont claires : maîtriser celles-ci.
Une attention particulière doit être apportée à la réali-
sation des essais : réalisation des trous de sondages
pour le prélèvement comme pour le pressiomètre, pré-
lèvement et transport des carottes, conservation des
carottes, découpage et mise en place des échantillons.

La modélisation des erreurs d'enquête proprement
dite relève de la modélisation des erreurs humaines.
Celle-ci n'est pas très avancée, spécialement en géo-
technique. La seule parade est de ne jamais négliger le
modèle géologique et de faire appel, pour numériser
ce modèle, à un vrai géotechnicien.

Les erreurs d'échantillonnage relèvent de Ia théorie
de I'estimation. Elles ne posent aucun problème de
modélisation :

- l'article de Jean-Pierre Magnan ( Quelques spéci-
ficités du problème des incertitudes en géotechnique )
illustre le poids que peuvent revêtir celles de ces
erreurs qui sont peu ou pas quantifiables ;

- l'article de Pierre Pouget et al. cr Deux applications
de l'analyse factorielle à des données géotechniques )
montre tout Ie parti qu'on peut tirer des analyses facto-
rielles lorsqu'on dispose d'un grand nombre de don-
nées, ici pour définir les modèles de terrain.

ffiffi
La variabilité nat urelle

C'est le caractère incertain du phénomène phy-
sique.

iiiiiiiiiiii*iiiiiiuïïi::,iiiir,:ii;iii.ili::iiiiiii:

La modélisation par des fonctions aléatoires del'espace

Les problèmes mécaniques sont des problèmes sur
l'espace : une force est l'intégrale d'une contrainte sur
une surface ou dans un massif, un déplacement est
l'intégrale d'une déformation dans une direction ou
dans un massif. Il s'agit donc d'intégrer des propriétés
en tant que fonctions de l'espace. De plus, le sens com-
mun veut qu'on juge les propriétés moyennes d'un
volume de sol moins dispersées que ses propriétés
ponctuelles : les fortes valeurs sont compensées par les
faibles valeurs et plus le volume est grand plus Ie lis-
sage est fort : orr a bien plus de risque avec une semelle
étroite qu'avec un radier.

On peut préciser cette idée avec l'exemple d'un
essai au scissomètre de chantier :

Soit le profil de Cu, en fonction de la profondeur en
trait fin sur la figure 4, enregistré tous les 10 cm avec
des ailettes de 10 cm. Si on avait fait l'enregistrement
tous les 40 cm avec des ailettes de 40 cm, on aurait
obtenu la courbe en trait gras, dont chaque point est Ia
moyenne de 4 points de la précédente. On obtient ainsi
un profil moins dispersé. Ceci n'est ni plus ni moins
que la règle de la variance de la moyenne de n valeurs,,
qui veut que celle-ci soit n fois plus petite que la
variance de chaque valeur :

V arianr tlz] - V arianc elZl / n

ou encore

62:62 /f/n:

La dispersion du deuxième profil est deux fois plus
petite que celle du premier profil. Cette question est
facilement résolue dans le cas de valeurs discrètes
indépendantes par la règle de la moyenne. Elle
nécessite la définition de Ia fonction de covariance ou
de la fonction d'auto corrélation des champs aléatoires
et de Ia distance d'auto-corrélation a, distance à partir
de laquelle les propriétés deviennent indépendantes,
soit 1m sur Ia figure 5. On retrouve les mêmes notions

avec Z-(ttn)>,2,

(1)
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Cu

liiiiiiiffÏi*iliiliiiii*i*ffii*iilÏi Profils scissométriques avec
différentes.
Two different vane tests profiles.

sondage pénétrom étrique Rp

(Kpa)

Cov T:;
-\\

Rp (x)
on E[Rp]

Âx

lm lm
iii'iiiiiiittillttiiiitiiiiiittiiiiiiiiiiiffiilstgiiii Corrélogramme et variogramme.

Correlogram and variogram.

h*ax

en géostatistique où le variogramme correspond au
corrélogramme. Albert Bolle dans son article cr étude et
prise en compte de la variabilité naturelle > donne
différents modèles pour la fonction d'auto corrélation
et montre f interprétation que l'on peut faire des
corrélo gramme s expérimentaux.

l':l:1l1il'11i'lililiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii,,.,'iiiiiiilrlil:i,ii-iii

Les premiers moments de la fonction aléatoire

Ces premiers moments peuvent être illustrés par le
profil d'un sondage pénétrométrique : à chaque niveau
(x), tous les 2 cm par exemple, on enregistre une réali-
sation de la résistance de pointe Rp(x). On peut définir
à chaque niveau les caractéristiques de la variable aléa-
toire < résistance de pointe l. Ces caractéristiques,
l'espérance et Ia variance pour les deux premiers
moments, deviennent des fonctions de l'espace
np(*) et o2*o(x) (Fig. 6).

i
oftJ.r

Var[Rp]-

Cov [Rp (xz ), Rp (x1)I

:iï:iÏiil|iiïiïiiiii*-i-i'xliffitl iiiii Résistance de pointe au pénétromètre
comme fonction aléatoire de l'espace.
Random field of cone penetration profile.

Pour être complet jusqu'à l'ordre 2, iI faut définir la
corrélation entre les différents niveaux. C'est la fonc-
tion d'auto covariance qui dépend des deux niveaux
choisis x. et x2 ou d'un des deux niveaux choisis x et de
l'écart entre Iês deux niveaux Ax.

On cherchera, pour des commodités de modélisa-
tion et de traitement, à rendre le phénomène station-
naire, c'est-à-dire ayant les mêmes caractéristiques sta-
tistiques en tout point de l'espace. Cette exigence est
très difficile à satisfaire et on se contentera de la sta-
tionnarité en moyenne d'ordre 2 qui rend seulement les
deux premiers moments indépendants de l'espace.

Ainsi :

E[Rp.] = coFlstante

Var[RP*] = constante
Cov[Rp1 *,Rp 2*f = Cov[Ax]

Rp* : transformée de Rp

ffi
Prise en compte des erreursr
des incertitudes et de la variabilité naturelle

:::r:::::::r:r:r:rl:i::::::ril:jiiii:::l:r:i::jr:r:i::i.:::i:r .r::r1:rr r: :ri.:r:ri r:r:r:r:r::::::i:

Les erreurs d'observation

Lorsqu'un paramètre physique entre dans une pro-
cédure de dimensionnement d'ouvrage, il devient un
paramètre de calcul. Ce paramètre de calcul doit être
unique, quel que soit le paramètre physique qui est à
son origine : C'est par exemple la valeur naturelle Z*.
Mais on commet sur ce paramètre les erreurs d'obser-
vation déjà mentionnées :

- celles de l'appareil et de l'opérateur, aoo,

- celles de représentatioo, e."o,

FONCTTON
ALËATOIRE

DE
L'ESPACË,

x (m)

Profondeur

deux ailettes
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- celles de l'instant (ou remaniement pour la géo-
technique), €inst.

Ainsi, pour tout paramètre physique mesuré Z^, on
peut écrire :

Z^=Z*+ euo * e..o * einr, Q)

Z* étant Ia valeur naturelle ou vraie qui devient le
paramètre de calcul

o L'espérance ou Ie biais
L'espérance de Ia valeur de calcul est alors :

On ne dispose pas de valeurs pour les biais qu'intro-
duisent, sur la valeur mesurée par rapport à la valeur
réelle, les différents facteurs (l'appareil, l'opérateur, les
approximations dans la transformation de la mesure, le
remaniement).

Le remaniement, la plupart du temps, minimise les
valeurs de résistance du sol et semble être le biais le
plus important en valeur absolue. Aussi en prenant :

E[ZN] = f lz^l

on se place la plupart du temps du côté de la sécu-
rité.

o La dispersion
La dispersion de la valeur de calcul est donnée par

la variâfrce :

VarlZ^1
+ I, 

= 1 à 3 Cov[Z*, e,] + I,*; Cov[e,, e,l

On peut valablement supposer que les erreurs sont
indépendantes des valeurs naturelles et qu'elles sont
indépendantes entre elles (loi des erreurs). Alors
CovlZ*, e,l = Covlei, ej] - 0.

Les variances étant des quantités positives, Var[e,l >
0, alors :

Var[Z*] < Varlz^l

Tout comme l'espérance, on ne connaît pas la
variance des différentes erreurs. Aussi, en prenant
pour dispersion de la valeur de calcul celle des valeurs
mesurées, on se place du côté de la sécurité.

o La dépendance d'un point à I'autre de I'espace
Elle est donnée par la covariance entre deux

mesures distantes de Âx :

CovlZ-(x), Z^(x + Ax)l = Cov[Z*(x) + I,e,(x), Z*(x + Ax)
I,e,(x + 

^x)l

Les erreurs étant indépendantes entre elles (sauf
pour Ax = 0) et indépendantes de la valeur à mesurer,
ona,pourÂx*0:
CovlZ*(x), Z^(x + Âx)l = Cov[Z*(x), Z*(x + Ax)]

A l'heure actuelle, en l'absence de modèles et de
grandeurs pour les erreurs d'observation, oD prend les
valeurs mesurées ce qui, eh général, place le géotech-
nicien du côté de la sécurité.

',fri#rW{i1:ffiï71;i:#fr,

La variabilité naturelle et les erreurs d'échantillonnage

. Les incertitudes d' échantillonnage
Les incertitudes d'échantillonnage, venant du

nombre limité de mesures pour estimer F = EIZ*I et
o - ^,lYarlZ',,1, sont prises en compte par des intervâttes
de confianôe qui découlent de la théorie de l'estima-
tion : On prend une forte probabilité 1. - a (en général
o( - 5 %) pour que p et o tombent dans un intervalle qui
dépend du nombre n de mesures faites et des valeurs
de la moyenne empiriqu e m et de l'écart type estimé s,
calculés avec ces mesures. Plus n est faible, plus l'inter-
valle est grand, c'est-à-dire plus l'incertitude est
grande. Les articles de Maurice Cassan et de François
Baguelin et Jean-Bernard Kovaric utilisent largement
cette théorie de l'estimation et des tests d'hypothèses.

Soit, avec le modèle triangulaire de corrélation de
la figure 5 :

E[z* I - nlz- ] - {t[."" ] + E[e."' 
] 
+ E[.,",,]]

(3)

o La variabilité naturelle
La variabilité naturelle Z*(x) est prise en compte par

l'indice de sécurité B qui peimet théoriquement de cal-
culer Ia probabilité de ruine. Le fait que cette résistance
Z*(x) soit intégrée dans un volume V concerné par Ie
mécanisme (ou sur une surface I ou une ligne L) est
pris en compte par un champ de moyenne locale qui
introduit une réduction de variance dV). Cette réduc-
tion de variance est liée au coefficient d'auto corréla-
tion de la manière suivante (à tD) ,

y(L) - z /t |^i, - 
^x 

/ L)p(^*) o(n") (6)\ / JOr / - \ / \ /

p(^) =lt-llxl/ u,

lo

llxl= u

sinon

(4)

y(L) = lt -L /3a

l(u ,l-)(t - a

L<a

/3L) t- > u

Si le champ est séparable {yM = dL*).dL,).y(L,)}, on
peut connaître la réduction de variance à 3D del façon très
simple en connaissant les distances d'auto corélation a",
au et a, et les dimensions du volume sollicité L", Lu et Lr.

Illustrons sur un exemple simple comment agit cette
réduction de variance et comment on évalue la proba-
bilité de ruine :

Soit une plate-forme offshore, par 100 m de fond, de
poids déjaug é P' = 500 000 t, à embase poids de 100 m
de côté que l'on veut garantir, grâce à des bêches péné-
trant de D = 10 m dans le fond marin, contre le ripage

(7)
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vis-à-vis de forces horizontales (courants, houle, vent,
etc.) extrêmes sur sa durée de vie (20 ans): H' =200 000
t avec un écart type oH, = 20 000 t. Les caractéristiques
du fond marin, à 10 m, sont (moyenne et coefficient de
variationJ :

c' - 28 t/mz CV. - 20o/o,

0t - 1oo cv, - 13o/o, avec cv - o*,i (B)

-Y - 1o KN/m3

Pca = - 0'6

â.. = à-. = 33 m, a-
d'auTo-côrrélation sont trè's
horizontalement).

En faisant le calcul du coefficient de sécurité F avec
les valeurs moyennes, on obtient pour R (résistance au
cisaillement, uniquement sur la surface horizontale I à
10 m sans compter les effets de bords) :

R - >J + (n'*>yl),n0, :31,2.104 t (9)

s - H'- 20.104 t
d'oùF-R/S =7,56

Théoriquement, la probabilité de ruine est :

pr = Prob{(R - S) = g(Z) < 0} avec Z - {c', {, tgO', H'} (10)

R - S - g(Z) est aussi appelé la fonction de perfor-
mance ou marge de sécurité.

On montre (sous certaines conditions) qu'une valeur
approchée de F est :

F = Elg(z)l/oo(z)= (R - S)/{o*t + or2)"2 (puisque R et S
sont indépendants).

Une valeur approchée (sous certaines conditions) de
P, est :

et que :

Var[g {Z)]-Vartxll + (a+b X, )' Varlx3l + (n Xr )'
Var[Xr] + Var[X'n] + 2(a+bX2)COV[X1,Xr] = 12,96 + 1,44 +
0,02+4-5,2-13,2 (t/mz)Z (14)

soit os1(z) = 3,6 t/mz

Alors, on trouve que B = E[gr(Z)]/sgt(z) = 3,1, ce qui
conduit à une probabilité de ruine pr = 103 inacceptable.

Nous venons de dire qu'il ne faut pas prendre, pour
les variances, la valeur ponctuelle mais la valeur réduite:
Var[Xu1 - Var[X].yV), Xu. étant le champ de moyenne
locale sur V.

La réduction de variance pour c', tgQ' et / est alors
A(r) - y{L)z :

avec T(L)
33 m)

(y' serait aussi à intégrer suivant la verticale sur la
fenêtre D)

cv, -7 "A

COV(c', Q') = pc 
o 

'o.,.o0,)

= 1,5 m (les distances
différentes verticalement et

@ étant la fonction de répartition de la loi normale.
En écrivant, par pure commodité, Z - {X' Xz, X, X4l

il vient, en divisant par la surface I qui n'est pas incer-
taine :

g(Z) = X, + (a + bXr)X, - X'n x' n - xn/>

On peut approximer g (Z) par un développement
limité au premier ordre g.(Z) (linéarisation) en série de
Taylor autour des valeurs moyehn€S :

sJZ)- s (Z).aX, * (u + bÎz)o", + bXsaxz - Lx' n
(12)

On trouve que :

E[u, (z)]= n(z)=1.1.,2t /mz

(15)

soit
et

Varfg,(Z)] - L,11 + 0,1,2+ 0,00 + 4 - 0,45 (16)

Var[R] - 0,78 (au lieu de 9,22)
Var[S] -4(inchangé) (1t1

On trouve F., = 5,11, soit une probabilité de ruine de
l'ordre de 210-7.

I1 est intéressant de voir l'évolution de la contribu-
tion respective de la résistance et de la sollicitation
(équations 17) ainsi que la contribution de chaque
variable X,, d'une part par sa dispersion propre (valeurs
B) mais encore par le gradient ôg(Z)/ôX, (équations 14
et 16). P. Londe distinguait ainsi les paramètres
< lourds l.

Des méthodes similaires ont été développées
lorsque l'état limite n'est pas donné par une fonction
explicite mais par un calcul aux éléments finis ; c'est ce
qu'on appelle la méthode des éléments finis stochas-
tiques qui est présentée dans l'article de Gabriel Auvi-
net et al. < La méthode des éléments finis stochastiques
en géotechnique. ) Enfin, Albert Bolle propose dans
son article a Etude et prise en compte de la variabilité
spatiale ) une nouvelle technique de simulation fort peu
coûteuse en temps calcul et qui évite de passer par les
approximations des développements en série de Tay-
Ior.

Ces méthodes sont encore loin d'être courantes
dans l'ingénierie qui utilise plutôt des méthodes dites
rr semi-probabilistes I consistant à retenir une valeur
caractéristique tirée de I'observation statistique et de
procéder à un calcul déterministe avec des coefficients
pondérateurs pour tenir compte de différentes sources
d'incertitude s supplémentaire s.

L'article de Maurice Cassan donne un exemple de
choix de valeur caractéristique, utilisant l'analyse sta-

dt) : o,o86

En appliquant cette réduction aux variances et cova-
riances de c', tgQ' eT / (mais pas à H') la variance de
g1(Z) devient :

Pr = o (-P) (11)

17
REVUE FRANçAISE DE GEOTECHNIQUE

N. 93
4e trimestre 9000

(13)



tistique pour la variabilité naturelle et l'échantillonnage
et utilisant l'expérience pour la réduction de variance
tandis que celui de François Baguelin et Jean-Bernard
Kovaric intègre explicitement cette dernière à partir de
la dimension de l'ouwage et de la distance d'auto cor-
rélation. Cette procédure a été proposée pour l'Euro-
code 7.

Erreurs demodèle
de comport ement et a utres err eurs

Nous ne parlons pas explicitement de l'emeur de
modèle au cours de ces exposés. Cette notion est très
claire théoriquement mais très imprécise pratiquement.
Son traitement peut être inclus dans celui des erreurs
mal définies ou imprécises grâce aux ( sous-ensembles
flous > : Daniel Boissier, dans son article rc Décision et
incomplétude > donne divers exemples d'utilisation des
(( sous-ensembles flous ) pour caractériser les impréci-
sions sur les paramètres de dimensionnement. Cette
procédure peut être explicitement étendue aux biais
apportés par les modèles de calcul. On peut en effet
montrer (Favre et Touati, 1995) que l'erreur de modèle
est un biais pur sans dispersion mais il est impossible
de l'isoler complètement de l'erreur d'observation sur
ses paramètres.

Parmi les autres erreurs, il y a les approximations
d'intégration (calculs aux éléments finis, etc.). De façon
plus générale, j'ai présenté au colloque ( Risque et
Génie civil > (Fawe, 2000) l'ensemble des aléas dans les
ouvrages géotechniques et leur importance relative, la
nature, l'identification et la modélisation de ceux liés au
terrain.

E
Poids respectifs
de la variabilité, naturelle
et de l' écha nti I I on nage

On vient de voir que la variabilité naturelle était
prise en compte par l'indice de sécurité B calculé à par-
tir des champs de moyenne locale et non à partir des
paramètres aléatoires ( ponctuels >. Par contre l'incer-
titude sur les moments (espérance, variance et auto
covariance) de ces paramètres est prise en compte avec
des intervalles de confiance. Un exemple de leur prise
en compte conjointe est donné par l'article de François
Baguelin et Jean-Bernard Kovaric mais sans qu'appa-
raisse leur poids respectif sur la probabilité de ruine de
l'ouvrage.

Cette question nous paraît suffisamment importante
pour qu'on puisse attirer l'attention sur elle à partir
d'un exemple académique (Favre, 1.988).

Considérons que toutes les variables de base
entrant dans la fonction de performance g(Z) ont fait
l'objet du même échantillonnage de taille n.

On cherche une borne inférieure (1) à F au seuil (x,

c'est-à-dire une valeur Fo telle eue :

Prob{F<Fo} <a
(1) Plus B est petit, plus la probabilité de ruine est grande.

On vient de voir (S 2.3.2) qu'une forme approchée
de l'indice de sécurité B est :

F = ElgZ)l/aq(z), où pr = O(-P) est la probabilité
de ruine.

On cherche la borne Fo sous la forme ffin.,inlSn.,u*

Soit m
au seuil cr

Soit s

seuil cr

- D,'r" l'intervalle de confiance de Elg(Z)J

Prob{m-rn S Elg(Z)l S m-u"} = 1 - a
Prob{Elg(Z) ( ffin'nl} = u/2 - P(A) (18)

- s,r,u* f intervalle de confiance O" on,rt âu

Prob{s_r' S 6g(z) ( S_u*} - 1- a
Prob{s-u* S ogrzt} = uz- P(B) (1e)

Les valeurs de ffin,in et S_u" sont données dans
l'article de Maurice Cassan.

La probabilité pour que F = Elg(Z)l/o^,,, soit inférieur
à Bo - ffi,,'i.,/S,'.'u" e st la probabilité 'cl-ê trouver le
point de coordonnées lBlg(Z)1 ; og(Z))sous la droite
EÏg(Z), = onra.(m-,n/s-u*) (Fig. 7-a), soit dans le domaine
D . Ce domaine est plus petit que le domaine D.
(Fig 7 -b)

Le domaine D * est l'union des domaines A et B
moins leur intersection, soit :

Prob{Be D} <Prob{Be D"} -P(A)+P(B)-P(A^B)(6s
car P(A ô B) est positif comme toute mesure de pro-
babilité.
Ainsi,
Prob{B<Bo} (6x avec Po = o(-po) (20)

Ilo

m
mln

S,r'lr,t o* o*

Domaine de dépassement du seuil Fo (a) et
domaine majorant (b).
Thereshold Bo exceeding domain (a) and raising
of this one (bl.

Comparons maintenant le poids respectif de la
variabilité naturelle et des incertitudes de mesures
(cf. tableau ci-après).

Soit par exemple un mur poids sur semelle filante
de 2 m de large et 10 m de long. On considère que la
charge appliquée au sol est constante et connue (cas
favorable). Dans ce cas f indice de sécurité peut s'écrire
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Rôle conjugué de la
Natural variabilitv and

dispersion naturelle et de la reconnaissance.
investigation joint effects.

CV (z) 20% 40%

cv (R) - ^/y.cv 
(Z) 5% 10%

r| - oo, CV (R) = cv (R)

Pr=Po

5% 10%

F - 3, Fo -- 13,3

Po= 0

F - 3, Fo :6,7

Po=0

F-2,F0-10

Po=0

F _2 R - 5r _ _, y0_ "

Po s 10-7

n = B, CV (R)max -

Ilyamoinsde2chances
sur 10 d'avoir
Pt)Po

B% 17%

F-3,,F0=8,2

Po=0

F - 3, Fo -- 3,92

Po = 5'10-5

F - 2, Fo-- 6,2

Po=0

F - 2, Fo= 2,94

Po = 1,6'10-3

n = 4, CV (R),.nu* :

IlyamoinsdeZchances
sur 10 d'avoir
PtàPo

12% 26%

F-3,F0=5,5

po < 10-B

tr-2 R -42^-'roL/-

Po=10-6

F-3,F0=2,56
po _ 5.10-s

F - 2, Fo-- 1,92

Po = 2,8'10-Z

simplement en fonction du coefficient de sécurité F et
du coefficient de variation de la capacité portante
ultime cv(R) :

F = (1 - 1/F)/ cv(R)

On ne peut estimer avec certitude le coefficient de
variation de la capacité portante. Soit CV(R)_'* la borne
supérieure de cv(R) telle eue :

Prob{cv(R) > CV(n)_u*} - 20 "A (22)

avec Fo = (t - 1/F)/CV(R_'").

Pour le sol assez homogène, la borne passe à B %.
Pour le sol hétérogène,, elle passe à 17 % (ligne 4-1).

Pour le sol homogène, la valeur de Fo reste forte et la
probabilité de ruine est non significative. Par contre,
pour le sol hétérogène, les valeurs deviennent faibles
et les probabilités po deviennent significatives. Mais la
probabilité de ruine reste acceptable car on n'a que
2chances sur 10 d'avoir une probabilité de ruine p,
inférieure à pn. On pourrait l'apprécier en écrivant :

Pr = 2-10- '.Po
(22)

Ainsi la probabilité de ruine serait de 10- 5 avec un
coefficient de sécurité normal (ligne 4-2) et de 3 10- 4

avec un coefficient faible ce qui est presque excessif
(ligne 4-3).

c) f,nfin, sltpposons qu'on connaisse ma| le sol. On
n'a fait que quatre mesures (lignes 5). La borne
CV(R),"'* devient très grande (ligne 5-1). Pour le sol
homogène, que Ie coefficient de sécurité soit normal ou
faible, le risque est très faible. Par contre, pour le sol
hétérogène, même avec un coefficient de sécurité nor-
mal (ligne 5-2), il est inacceptable (une fondation sur
mille aurait des désordres).

Cet exemple n'est qu'illustratif ; il ne donne en
aucune façon des valeurs absolues de probabilités de

(21)

Le sol est soit assez homogène (avec un coefficient
de variation des propriétés cv(Z) de l'ordre de 20 "A),
soit peu homogène (cv(z) de l'ordre de 40 %) (ligne 1

du tableau I).

On fait l'hypothèse que la réduction de variance est
importante (cas favorable) et vaut 1/16 ; cela divise le
coefficient de variation pour la capacité portante ultime
cv(R) par 4 (ligne 2).

a) On suppose qu'on connaît parfaitement de sol, ce
qui correspond à un échantillonnage infini (lignes 3).

Alors cv(R) est parfaitement déterminé : Soo estima-
teur CV(R), variable aléatoire, est égal à cv(R) (ligne 3-
1). Alors B : Fo et pr : po.

Le calcul donne, pour un coefficient de sécurité nor-
mal F - 3 (lign e 3-2), un indice de sécurité très grand,
que le sol soit homogène ou non, correspondant à des
probabilités de ruine très faibles. Pour un coefficient de
sécurité faible F - 2 (ligne 3-3), il donne un indice de
sécurité moyen dans le cas du sol hétérogène et la pro-
babilité de ruine commence à ne pas être négligeable
de 10-tr à 10-7 . Ceci signifierait que dans le cas d'un sol
hétérogène, même si on le connaît très bien, on prend
un petit risque avec un coefficient de sécurité faible.

b) Supposons maintenant qlt'on connaît imparfaite-
ment Ie soL On a fait B mesures (lignes 4).
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ruine. Il montre seulement comment le risque évolue
en fonction des différents aléâs :

- la variabilité naturelle, à elle seule semble ne pas
peser (lignes 3). Rappelons tout de même que nous
nous sommes mis dans un cas avantageux avec une
forte réduction de la variance et une action non aléa-
toire. Si cette réduction n'avait été que de 1/4, les Bo
auraient doublés et on voit toutes les conséquences sur
les po dans les 3 cas (lignes 3,4 et 5);

- on voit l'effet très pénalisant du manque de recon-
naissance dès que le sol n'est pas assez homogène. On
ne saurait qu'insister sur la nécessité de faire des
reconnaissances assez conséquentes dès que le sol est
hétérogène ;

- enfin, on retrouve la légitimité de prendre des
coefficients de sécurité faibles dans des circonstances
favorables (sol assez homogène et bonne reconnais-
sance).

E
Conclusion

Nous venons de dégager trois grands types d'incer-
titudes pour l'examen des propriétés des sols, qui tien-
nent à leur variabilité naturelle, à leurs connaissances et
aux modèles que l'on choisit pour ces propriétés.

Les incertitudes de modèle sont des biais, inacces-
sibles pour le moment sauf par une procédure indirecte
basée sur le retour d'expérience d'ouvrages réels
(Fawe, 1998). L'article de J.-P. Magnan montre l'impor-
tance de certains de ces aspects peu quantifiables.

Les articles de M. Cassan et de F. Baguelin et J.B.
Kovaric traitent tout d'abord de l'exploitation des
mesures et de leur modélisation. Le but recherché à
travers la modélisation est de réduire au maximum
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Actuellement, le choix des valeurs des caractéristiques
géotechniques est relativement subjectif. Il n'en est plus
ainsi si l'on soumet les résultats des mesures à une
analyse statistique. Cette communication présente
quelques méthodes statistiques simples qui conduisent à
une évaluation rationnelle de ces caractéristiques et qui
prennent en compte les incertitudes et la dispersion des
mesures grâce aux notions d'intervalles de confiance
pour les caractéristiques indépendantes, et d'ellipses de
confiance pour les caractéristiques liées. Mais ces
méthodes permettent également d'apprécier
l'homogénéité d'un site, par exemple avec le procédé de
l'analyse des variances. Nous en avons illustré les
approches théoriques par l'examen de quelques cas réels.
L'intérêt évident que présentent ces méthodes devrait
inciter tous les ingénieurs géotechniciens à les utiliser
très largement et à les généraliser dans leurs études.

Mots clés; histogramme, moyenne, variance, ajustement,
loi normale, Student, Snedecor, intervalle de confiance,
ellipse de confiance, homogénéité.

Des criptive statistics us e

in geotechnical engineering

l+,t(Jl(o
ILl+,I lrl
l-ol<

So far, selecting values for geotechnical data has been rather
subjective. One solution is to submit the results to a statistical
analysis. This paper presents some simple statistical methods,
which lead to a rational evaluation of the data, taking into
account the uncertainties and the dispersion of the measures
due to confidence interval, for independent data, and confidence
ellipses, for linked data. These methods also provide an
appreciation of the homogeneity of the studied site, for example
by analyzing the variance. These theoreticai methods are
illustrated with concrete examples.
The evident interest aroused by the statistical methods should
motivate the geotechnical engineering community to integrate
them in their studies on an casual basis.

Key words: histogram, average, variance, adjustment, normal
law, Student, Snedecor, confidence intervai, confidence ellipse,
homogeneity.
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E
Cons idér ations gënéra I es

Dans le cas général, la démarche intellectuelle de
l'ingénieur, quelle que soit sa spécialité, est essentielle-
ment déterministe et pour f ingénieur géotechnicien
elle s'articule selon un organigramme dont l'aboutisse-
ment est un calcul et un dimensionnement, opérations,
elles aussi, particulièrement déterministes.

Sur cet organigramme (Fig. 1) on constate qu'à par-
tir des données fournies par les reconnaissances géo1o-
giques et géotechniques, le travail de f ingénieur est
d'abord un travail d'analyse qui est relativement facile,
puis un travail de synthèse qui est de loin le plus difficile
car il doit déboucher d'une part sur une stratigraphie
représentative du site étudié et d'autre part sur l'atfri-
bution, à chacune des couches définies dans cette stra-
tigraphie, d'une valeur unique des caractéristiques géo-
techniques qui y ont été mesurées.

iii1ii:iii1iiiililiiiiii|1ii:ii;i:.;iiiliiiffi:iri;'iiiii; Organisramme d'une étude géotechnique.
Flow chart of a geotechnical campaign.

C'est ce dernier point qui s'avère très délicat car il
se trouve à la limite de l'objectivité et de la subjectivité.
Or, en matière scientifique, la subjectivité ne devrait
pas edster. Dans ce contexte, après un premier examen
critique des données géotechniques, le traitement sta-
tistique de ces données apparaît comme un outil extrê-
mement précieux, susceptible de conférer à la décision
de f ingénieur une plus grande objectivité, l'objectivité
totale dans ce domaine étant évidemment très difficile à
atteindre sinon impossible.

Mais il faut être très vigilant car, pour que l'outil sta-
tistique soit utilisé le plus fréquemment possible et qu'il
entre de façon définitive dans le mode de pensée du
géotechnicien, il faut qu'il soit simple et maniable. C'est

pourquoi nous estimons qu'il est dangereux de brûler
les étapes et d'aborder directement le problème avec
des théories trop complexes et des mathématiques trop
sophistiquées qui, pour réjouissantes qu'elles soient
pour l'esprit, risquent de s'avérer dissuasives et d'éloi-
gner définitivement la statistique de la géotechnique.

La présente communication a pour objet d'exposer
comment on peut, en un premier temps, envisager l'uti-
lisation de méthodes statistiques simples pour évaluer
les caractéristiques mécaniques à attribuer à chaque
couche stratigraphique et éventuellement pour appré-
cier l'homogénéité d'un site.

-

Synthèse strati graphique
et synthèse géotech nique

ffit -

Synthèse stratigraphiq ue

La synthèse stratigraphique consiste à déterminer
une stratification telle que, dans chacune des couches
lithologiques mises en évidence par les sondages, les
variations des caractéristiques géotechniques mesurées
puissent être considérées comme ( apparemment l
indépendantes des variations spatiales. Elle est établie à
partir de :

- l'analyse des coupes de forages et des échantillons ;

- l'analyse des diagraphies éventuelles (très important);

- l'analyse des résultats des essais rn situ.

En effet, il ne suffit pas de se fier à la seule stratifi-
cation lithologique car, dans une couche de nature
lithologique ou géologique constante, il peut y avoir
des niveaux de caractéristiques géotechniques diffé-
rentes, comme par exemple des strates d'altération ou
des zones superficielles de moindre compacité. Nous
donnons plus loin un exemple de cette dernière parti-
cularité dans des alluvions fluviatiles. Des phénomènes
analogues peuvent également se produire aux inter-
faces de sols fins (argiles ou limons par exemple) et de
terrains granulaires (sable, graves et galets) dans les-
quels la limite entre les deux formations peut s'avérer
confuse dans les caisses d'échantillons et où seules les
diagraphies et les essais in situ permettent de trancher
sans ambiguïté.

ffiffi
Synthèse géotechnique

La synthèse stratigraphique ayant permis de déli-
miter un certain nombre de couches de même nature et
apparemment homogènes, le problème consiste à attri-
buer à une couche donnée une valeur unique de cha-
cune des caractéristiques géotechniques que l'on y a
mesurées, ce qui permet de rejoindre Ie processus
déterministe pour la poursuite de l'étude. C'est là
qu'intervient le traitement statistique des données,
pour lequel on est amené à distinguer deux catégories
de caractéristiques géotechniques :

les caractéristiques indépendantes, directement
mesurables ;
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- les caractéristiques liées, déterminees simultanément
à partir d'un même essai.

Dans la première catégorie, on trouve en particulier:

- les paramètres d'identification tels que la teneur en
eau, les limites d'Atterberg, le poids volumique ;

- quelques caractéristiques mécaniques mesurées en
laboratoire comme la résistance à la compression
simple , Ia résistance à la traction (essai brésilien) la
pression de préconsolidation, I'indice de compression
(Cc), le coefficient de consolidation (c") ;

- la plupart des essais in sifu, tels que l'essai pressio-
métrique avec la pression limite nette et le module de
déformation, le scissomètre avec la cohésion non drai-
née, les termes de pointe et de frottement pénétromé-
triques, Ie SPT.

Dans la deuxième catégorie se situent essentielle-
ment la cohésion et l'angle de frottement interne qui
peuvent être déterminés soit en laboratoire par essais
triaxiaux ou essais de cisaillement à la boîte, soit rn sifu
à l'aide d'essais au phicomètre.

E
Méthodes d'estimation statistique
des cara ctéristiques gëotechniques

ffi
Caractéristiques indépendantes directement
mesurables

Étude de la distribution des mesures

Dans chaque couche apparemment homogène, on
considère, dans leur ensemble, toutes les mesures x. du
paramètre étudié, tous forages et toutes profondeurs
confondues.

Les théories statistiques nous apprennent qu'il
existe des tests permettant de s'assurer du caractère
aléatoire d'une série d'observations successives. Je cite-
rai pour mémoire, deux tests non paramétriques assez
simples et assez rapides qui sont le test des suites et le
test des signes l7l. Mais l'utilisation préalable de ces
tests ne paraît pas fondamentale dès lors que l'on
cherche à ajuster les observations sur une loi statistique
connue, car si cet ajustement est possible c'est que la
distribution présente effectivement un caractère aléa-
toire.

On opère donc de la façon suivante :

a) établissement de l'histogramme des n
mesures groupées en k classes (k > 5) de même n lar-
geur ) c'est-à-dire telles que, x, et X, * , désignant les
valeurs de x, qui limitent }a clàsse j, les différences
f I 

^^:^-+^^*^+^^+^^ ^+A-^t^^: Xr-Xt
fx.r*r - xil soient constantes et égales à 

ft-:-r
Si n, désigne la population de la classe j, on peut

prendrë pour ordonnée de cette classe la valeur ni ou,
comme le font les statisticiens, la fréquence :

fI, fI.
ç.1 _J
l; 

-, Iûi n

b) calcul de la moyenne empirique X de la
population, de sa variance empirique s.2, de sa variance
estimée s2 et de son coefficient de variation CV :

ntz -I(", - f)'
J

n
X_ 1r',

n

CV

La moyenne arithmétique I est un estimateur de la
waie valeur M de la moyenne du paramètre étudié, et s2

l'estimateur de la vraie valeur 12 de sa variance. Le
coefficient de variation caractérise la dispersion des
mesures et de la distribution de x. C'est un paramètre
très important qui peut, presque à lui seul, donner une
idée de la qualité d'une reconnaissance ou du caractère
particulier du terain rencontré puisque I'analyse d'un
très grand nombre de résultats a permis de définir des
plages de valeurs types de ce coefficient de variation
pour diverses caractéristiques géotechniques [6 eT 1,4].

Lorsqu'on s'éloigne de ces plages, il faut donc se poser
des questions. Mais c'est l'étude de l'histogramme
expérimental qui permettra d'aller plus loin dans la
démarche statistique.

c) Ajustement de l'histogramme sur une loi de
probabilité connue

. Si l'histogramme présente une tendance centrale,
c'est-à-dire si l'on voit apparaître une certaine symétrie
par rapport à la moyenne ou à la médiane de la distri-
bution, oD pourra chercher à ajuster cette distribution
sur la loi normale (ou de Laplace- Gauss), ce qui est très
facile surtout avec les moyens informatiques actuels.

On utilise pour cela la méthode de la droite de
Henry qui consiste à porter en abscisse arithmétique la
limite supérieure S, *, de la classe i et en ordonnée gaus-
sienne les fréquen"ces cumulées correspondantes. Rap-
pelons que l'échelle gaussienne est une échelle graduée
en u - f-'(y) où f(u) est l'expression de la loi de Laplace-
Gauss en coordonnées réduites :

Si les points ainsi obtenus sont alignés, c'est que la
distribution suit effectivement la loi de Laplace.

On peut alors vérifier la probabilité que l'on a de se
tromper si l'on ne retient pas la normalité de la distri-
bution en utilisant le test du X' pour n > 30 (échantillons
importants) ou le test de Shapiro-Wilk pour n < 30
(petits échantillons) ces deux tests étant bien connus
des statisticiens (cf. bibliographie,, en particulier 7 et 14).

o Si l'histogramme présente une dissymétrie avec
étalement vers la droite, on pourra chercher à l'ajuster
sur une loi log-normale dans laquelle c'est le logarithme
népérien des mesures qui suit la loi de Laplace-Gauss.
On utilise 1à aussi la méthode de la droite de Henry,
mais dans un système de coordonnées gausso-loga-
rithmique.

Les paramètres p et oz estimateurs respectifs de
l'espérance mathématique et de la variance théorique
de la loi log normale ajustée, sont liés aux moyenne et
variance empiriques par les relations :

S

X
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{ t')F=ln

. Si ces tentatives d'ajustement s'avèrent infruc-
tueuses, on essayera une loi n bêta > plus complexe.
Dans ce cas, il faudra soumettre la loi choisie à l'un des
tests d'acceptation évoqués précédemment.

L'estimation de la caractéristique étudiée se fait
ensuite à partir de la loi de distribution retenue en utili-
sant la théorie de l'échantillonnage, comme nous allons
le voir.

r:i;i:::::iiii;ii;:i::::iiii::ii:i::iiit:.tiitiii,:t:t::tttittjititi:iti::iti.l::::|tjt:t:ti::iitt:

Estimation à partir de la loi normale

a) Notion d'intervalle de conf;iance
On admet, dans ce qui suit, que l'ensemble des n

mesures réalisées constitue un échantillon unique de
taille n prélevé dans une population infinie à distribu-
tion normale dont la moyenne waie M et la variance
vraie 12 sont inconnues. Toutefois, on en connaît deux
estimateurs I et s2, qui sont eux-mêmes des variables
aléatoires alors que M et 22, qui resteront toujours
inconnues, sont de nature parfaitement déterministe.
La théorie de l'échantillonnage permet alors de définir
pour M et 12 des intervalles de confiance dépendants
de x , de s2 et de n, ces intervalles de confiance étant
eux-mêmes des variables aléatoires qui ont une cer-
taine probabilité P de recouwir M et22.

Bien que M et 12 ne soient pas aléatoires, l'usage
admet, par simplification, que l'on dise que M ou 12 ont
la probabilité P d'être compris entre les bornes infé-
rieures I et supérieure S de f intervalle de confiance et
l'on écrira : Prob I I < M (ou >') < S ] = P.

Cette relation correspond à un intervalle bilatéral,
mais on peut également avoir des intervalles de
confiance unilatéraux tels eu€ :

Prob[Mou>2<S] =P
Prob[Mou2z>l]=P

b) Intervalle de confiance de la moyenne
On démontre que la variable aléatoire I a même

espérance mathématique, c'est-à-dire même moyenne
M, que la population totale infinie, alors que sa variance
n'est pas la variance estimée s2, mais :

2
rS-

rx-n

On démontre également que la quantité

/\t

(I - tvl){ n

t

suit une loi de probabilité appelé e loi de Student dont la
courbe de densité est une courbe symétrique en cloche
dans laquelle intervient un paramètre v appelé degré
de liberté et qui, pour chaque valeur de v, donne la
valeur to ayant la probabilité o( - 1 - P d'être dépassée

^ 
I (Fig.2).
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L', t{

t:tii,iit:iitiitiiiiriilit'iit:t1,iii1ttt;:1iffifriiii11, Loi de Student. Intervalle unilatéral.
Student probability density fonction. Unilateral
interval.

Dans le cas de f intervalle de confiance bilatéral
(Fig.3), on écrit :

+ Ia/z

-t-cr=P

ïtrl

iititiiiiiiti'iliiiiiii'ii'iiii'iiiiiiiiiiiffiituii1iiil Loi de Student. Intervalle bilatéral.
Student probabiiity density fonction. Bilateral
interval.

6, =m(t*g'l
\ x')

Le degré de liberté est égal à la population de
l'échantillon diminuée du nombre de paramètre que
l'on estime, c'est-à-dire, pour la loi normale, un seul
paramètre (la moyenne) d'où v - n - 1.

Dans le cas de la figure 2 qui correspond à un inter-
valle de confiance unilatéral, et en se référant à
l'expression de t, orf â :

tr
Probl v> x-to+ l=t-o(-P (1)

L r/" I

tProblt-torz'<M<r 'l e)
#)

L'intervalle de
P-1,-uestdonc,

confiance au seuil de probabilité
pour n - 1 degrés de liberté :

[I,S] -X*t,,,r2
S

I

1n

c) Intervalle de confiance de l'écart-type
. Lorsque p ( 30, on démontre que le rapport (n - 1)

st

-, est une variable aléatoire qui suit la loi probabiliste

de Pearson, dite loi de X2,et dont le nombre de degrés

(3)



n-1
,

X""

n-1
,

X-.cr

de liberté est dans le cas présent égal à n - 1, puisqu'on
n'estime qu'un seul paramètre.

L'intervalle bilatéral de l'écart-type au niveau de
probabilité P - 1 - u est alors (Fig . 4).

SISs

y?oétant la valeur de X'ayant la
dépassée.

4s W)
I

probabilité cr d'être

x /-2

ïiiiïiiiliiiiiiiïiiiiii+iliiiiiiiiïffii*iiiiiiii Loi du y2. rntervalle bilatéral pour n < 30.
yz probability density fonction. Bilateral interval
for n < 30.

Les intervalles
même:

de confiance unilatéraux sont de

0<I<s

I>s

. Lorsque n > 30 la distribution de l'écart-type s est
à peu près normale. La moyenne vraie reste égale à M

et la variance est voisine de s-

2n

iiiiniiiiii#iï#iiii#iiiiiiiiiiffi iisiiilii Loi de Laplace-Gauss. Intervalle bilatéral
pourl(n>30).
Laplace-Gauss probability density fonction.
Bilateral interval for I fn > 30).

d) Choix de la caractéristique étudiée
À ce stade de l'analyse statistique, la logique vou-

drait que l'on utilise les résultats précédents pour défi-
nir un modèle de sol dans lequel la caractérisiique géo-
technique étudiée suivrait une loi normale dont les
paramètres seraient estimés à partir des intervalles de
confiance. Cette estimation devant toujours aller dans
le sens de la sécurité, s'il s'agit d'évaluer une caracté-
ristique de résistance, comme par exemple la pression
limite nette, la cohésion non drainée ou le nombre N
de l'essai de pénétration du carottier (SPT), on pourrait
adopter une loi de distribution dont la moyenne M'
serait égale à la limite inférieure de son intervalle
confiance etl'écart-ffie >'à la limite supérieure de son
intervalle de confiance:

M'= X - totz
S

r-
I1n

* t*)

o Ê*t

(5)

(6)
( 

a/z)I'=sl t+ u 
I\. tlzn )

(n < 30)

(n > 30)

L'expression
Gauss réduite
variance 1.

Il

/.r 2 lr-.'

!2X' - 12n - 1 suit la loi de Laplace-
d'espérance mathématique 0 et de

On pourrait alors adopter comme valeur de la
caractéristique géotechnique x étudiée,la valeur xB telle
que (Fig. 6) : Prob (x )*p) = P - 1 - B.

I -?2-

En désignant par uo la variable normale centrée
réduite ayant la probabilité o d'être dépassée, on
obtient comme intervalle de confiance bilatéral (Fig. 5) : * LtÊ

iiiiÏliiiiltfitiiiiiÏiii#iiiiii:iii$ffil i+il Loi de Laplac e- Gaus s .

Laplace-Gauss probabiiity density fonction.

C'est-à-dire en passant à la variable centrée
réduite u :

Prob(ut-rB)

où f(u) est la fonction de
normale centrée réduite.

t{ 
fb

Prob[,[ t-+l
Ll. ^6)

[l,s] =rfr*+'l
\. tl?n )

(7)

Prob (u "B)= 1 J,i("F",uB

densité de probabilité de Ia loi
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Si l'on prend par exe_mple B - 5 "Â, on a uB = 1,,64,
donc XB = M'+ (- uB) 2' - M'- 1,64>'

C'est à partir de cette valeur que l'on pourrait
rejoindre le raisonnement déterministe. Toutefois cette
méthode s'avère pénalisante, et conduit à des probabi-
lités de ruine non négligeables de l'ordre de 10-2 à10-3,,
parce qu'on n'a pas fait intervenir la notion de longueur
d'auto-corrélation et la réduction de variance.

Sans chercher à aborder pour l'instant la probabi-
lité de ruine, nous proposons, pour la pratique cou-
rante, une méthode beaucoup plus simple qui, depuis
vingt ans, nous a donné entière satisfaction et qui
consiste à adopter comme caractéristique de calcul la
limite inférieure de l'intervalle de confiance de la
moyenh€ :

x^-x-t^,^w \L/l

S

t-
I1n

Lorsque le choix sécurisant n'est pas une estimation
par défaut, mais au contraire une estimation par excès
de la caractéristique étudiée, comme par exemple un
module de déformation permettant de mettre en évi-
dence un tassement différentiel dû à une zone plus
raide, on adoptera la limite supérieure de l'intervalle de
confiance de la movenne.

J

;....ir.:.ii.i.iii.iii.i:.ii.:.i.;.ii.'.,.,iiii:i:.ii:i:i;;.,,:i;,ii.i.,ji:';'i',,,.,;,',iii:i:i:i:i:l

Estimation à partir de la loi log normale

On sait que, dans cette loi, c'est le logarithme de la
variable aléatoire qui suit la loi normale. On pourrait
donc envisager d'appliquer la méthode précédente,
c'est-à-dire d'adopter comme valeur du paramètre étu-
dié celle qui correspond à la limite la plus sécurisante
de l'intervalle de confiance de la moyenne de son loga-
rithme.

Nous avons eu l'occasion de procéder ainsi mais les
valeurs obtenues étaient extrêmement pénalisantes.
C'est pourquoi, maintenant (et cela depuis plusieurs
années) nous adoptons simplement la valeur modale x_
de la distribution ajustée (Fig. 7). m

Si les paramètres de cette distribution ajustée sont

respectivement p et o, la variable aléatoire u - lnx -!r
o

suit la loi normale centrée réduite et orr â :

X- = exp (p - ot)

ffi
Caractéristiq ues liëes à détermination
simultanëe

Il s'agit 1à essentiellement de la détermination de la
cohésion effective c' et de l'angle de frottement interne
q' en laboratoire, ou d'une évaluation ln situ au phico-
mètre de ces paramètres que l'on désigne alors par g, et
ci pour éviter toute confusion.

Dans tous ces essais, on mesure deux variables x et
y qui doivent théoriquement être liées par une relation
fonctionnelle linéaire, y - A + Bx, dans laquelle A et B
sont des paramètres fonctions de c' et (p' que l'on
cherche à déterminer.

La définition des variables x et v est donnée dans le
tableau suivant :

La méthode d'interprétation statistique de ces essais
consiste à porter sur un même graphique pour chaque
couche de terrain l'ensemble des couples (x, y) tous
forages, toutes profondeurs, tous échantillons confondus
et toutes éprouvettes, et d'effectuer les calculs suivants :

1) Calcul de la droite des moindres carrés dont le
coefficient de régression R doit être supérieur à 0,85.
L'équation de cette droite est t = â * bx, où a et b sont
les estimateurs de A et B.

2) Calcul des intervalles de confiance de A et B :

(10)

(11)

[e]=â*t"n_rt
'I

1Vz
-+ n
tl F!rr 

I(., -r)'

,,

(12)

(13)

AVCC :

torz, n_ rvariable de Student
pour un seuil de probabilité 1

[e] = b +,"..,_,
I

-r)

à n -Zdegrés de liberté
- o(.

)C h,,

iiiiïiiiiitiiiiiiiiliiïiiiiiiiïiïitii#ffiffiiiiii: Loi log-normale.
Log-normal probability density fonction.

^25=

où n est le nombre de couples (X,, y,) et y, - i est l'écart
des observations par rapport à la droite'des moindres
carrés, I étant la valeur moyenne des x..

On peut alors déterminer des estimateurs de A et de
B sécurisants, eD prenant par exemple les valeurs mini-
males des intervalles de confiance, ou en admettant
comme waie la valeur de a ou celle de b et en ne prenant
en considération que l'intervalle de confiance de l'autre.

1 i|,u,
n _ 2.Lt\" '
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Mais la méthode la plus rigoureuse consiste à traiter
simultanément A et B en faisant appel à la notion
d'ellipse de confiance, c'est-à-dire à l'ellipse qui a la
probabilité P de contenir les vraies valeurs de A et B
Iorsque A est porté en abscisse et B en ordonnée.

En pratique, on fait Ie changement de variable :

X-A-a
Y-B_b
X et Y représentent donc les écarts entre les vraies

valeurs de A et B inconnus et leurs estimateurs a et b
connus. L'équation de cette ellipse est alors :

X2+pXY+o(Y2-y=0 (1+)

âVEC :

(15)

2r'F"
^t -v 

--,n

Fo est la valeur d'une variable aléatoire F qui suit la loi
d'e Snedecor àu., - 2 etv, - n -2degrés de liberté et
telle que Prob (F < Fo) = P. Cette valeur est évidemment
donnée par des tablès numériques.

Par analogie avec le cas des caractéristiques indé-
pendantes, on évaluera A et B en se plaçant sur l'ellipse
elle-même en des points que l'on aura jugé à la fois
sécurisants et physiquement réalistes.

On en déduit alors les caractéristiques de cisaillement :

Essai triaxial q' - Arc sin B et
A

ral r r

L,-
cos q'

Cisaillement g' : ArctgB et C' - A
à la boîte
Phicomètre g, = ArctgB et C, : A

E
Étude de l'hom ogénéité,d'un site

L'appréciation de l'homogénéité d'un site reste
quelque peu subjective mais la statistique descriptive
peut lui conférer une certaine objectivité.

Nous présentons ci-après trois méthodes que nous
avons eu l'occasion d'utiliser et qui ne sont valables que
pour des caractéristiques indépendantes dont la distri-
bution est soit normale soit ramenée à la normale par
introduction d'une fonction auxiliaire (loi 1og-normale,,
par exemple).

ffiffiffiffffi1H[

Méthode approchée

Cetfe méthode est basée sur la comparaison de deux
moyennes et de deuxvariances et utilise un test d'acceptation.

Considérons donc un site sur lequel on a réalisé r
forages dans chacun desquels on dispose de ni mesures

du paramètre que l'on cherche à évaluer (1 < i < r), ce
qui porte le nombre total de mesures sur le site

*
à N - /n, soit alors :

1

Ï - moyenne empirique des N mesures
s2

1i
= vâriânce estimée des N mesures

- moyenne empirique des nj mesures réalisées
dans le i - ième forage

S2, = Variance estimée des n, mesures realisées dans
lei-ièmeforage

i:iiiiiii:iiiiiliii:i:ii:iiiiiiiri;iiiiiiiii:iil'ii:iiil.: i:ii:i:ii:i'iii:i:iiiiii

Homog énëitë, des varianceso(-1i"1
nl 1

F=?i",n7

On compare successivement les variances
s2' de chaque forage à Ia variance estimée s2 de
Iation totale tous forages confondus.

Pour cela,

suit la loi de
de liberté.

on forme la variable aléatoire

L'hypothèse de l'égalité des variances sera
au niveau de probabilité cr si :

Snedecoràv.-N-1etYr=

estimées
la popu-

s?
= __t_ gUi

s'
1 degrés

acceptée

(16)

(17)
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ce qui équivaut
celle-ci est vraie
que le risque de
égal à c.

Une autre méthode plus simple mais qui n'est pos-
sible que si le nombre de mesures est le même dans
tous les forages, est le test de Cochran qui permet de
tester simultanément l'égalité de toutes les variances
obtenues :

St, = S', = ..... S'.

pour cela on forme le rapport :

g-
maximum de s2

.t

<F <tr
rr -^i-'u/2,n;-1,N-1
f u/2,ni-1,N-1

r
s?
^b/ l

1

à accepter l'hypothèse nulle lorsque
avec une probabilité 1. - a", c'est-à-dire
se tromper en rejetant l'hypothèse est

L'hypothèse d'égalité sera acceptée au seuil de pro-
babilité cr si g S ga, go étant donné par une table numé-
rique établie pour o( - 0,05 et cr = 0,01 et qui est fonc-
tion de ni (nombre de mesures par forages) et r
(nombre de forages).

':!r:i:r:i::1:ri:ii:i:::i:;:i:::;:;:iii:::ii::i;iii:li;:i::i:'ji:::i:i:i:,;:iil:i:lii:i:i:iiriii:i',:ili:':,

Homog ënéiTë des moyennes

On compare successivement les moyennes
chaque forage à la moyenne globale V , c'est-à-
dire
que l'on cherche à voir si la différence Ii x peut
être consid érée comme nulle avec une probabilité satis-
faisante. Le test précédent ayant permis de décider si
l'on est en droit d'admettre ou de rejeter l'égalité des
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variances, on doit donc considérer ces
chacun desquels les variances restent
nues.

a) Variances égales

On forme la variable aléatoire

ffi
Méthode de I'analyse des variances

Cette méthode est plus rigoureuse que la pré cé-
dente et permet d'apprécier globalement si les mesures
effectuées dans tous les forages appartiennent à la
même population et si les écarts constatés entre
forages résultent du hasard, chaque forage étant consi-
déré comme un échantillon de l'ensemble de la forma-
tion. Les hypothèses de base sont : distribution suivant
la loi normale et même nombre n de mesures par
forages. Le nombre total de mesures dans la formation
étudiée est donc N - frr.

La méthode consiste alors à évaluer de deux façons
différentes la variance s2 de la population totale dont la
moyenne est I

- Évaluation de s2 à partir des termes relatifs à
chaque forage

deux cas, dans
toujours incon-

ftLi -

(18)

qui suit la loi de Student à v, = hi + N - 2 degrés de
liberté et dans laquelle s2 est la variance commune à

tous les forages.

Le domaine d'acceptation de l'égalité des moyennes
du forage i et de celle de l'ensemble des forages est
alors :

- t*r, ui S t, s - tu/Z, ,i

b) V ariance s différente s

Sur le plan théorique et purement mathématique il
n'est pas possible, dans ce cas, d'utiliser un test para-
métrique de décision. Toutefois, selon A.H. Bowker et
G.J. Lieberman [2] on peut définir une variable statis-
tique t' qui ne suit qu'approximativement la loi de Stu-
dent lorsque les moyennes sont égales :

+' 1' -rLi- 
[' si

"/:-+ " (19)

\/t' N

qui suit la loi de Student à v, degrés de liberté avec :

(20)

x,, désignant la j-ième mesure dans le i-ième

- Evaluation de s2 à partir des moyennes de
forage ' ,=.

s'r=+),(x, -r)'- r -'i j'

avec l'unité ne doit pas être significatif. Or
variable aléatoire qui suit la loi de Snedecor

Le rapport F - doit être voisin de 1 et son écart

. i=rl- I
st =+îl +Ë(.' -0,)'l' r 4l n-la\,=, L J='l _l

1 ËJ=n 
2

-N-r âZ("'j-*')

s1
I7

"1

(21)

forage
chaque

(22)

F est une
àu.,=f-L

[*)'.[*)'

et v, - N - r degrés de liberté.
La condition d'acceptation

de probabilité a est alors : F (
de l'hypothèse au seuil

Fo'.-1.N-r

La valeur numérique de v' ainsi obtenue n'est en
général pas entière ; orr adoptera alors I'entier le plus
voisin.

Les critères de rejet de l'hypothèse x -Oau
niveau de probabilité a sont alors les suivants :

2to,, v : les deux moyennes sont significative-
ment distinctes ;

> t^ ., : les deux moyennes sont distinctes avec
OC, V

xi

: les deux movennes sont distinctes avec

La probabilit é u signifie que l'on a o( chance de se

S'il n'en est pas ainsi, l'hypothèse doit être rejetée
et Ie terrain peut être considéré comme hétérogène.

Dans la pratique, on présente les résultats sous
forme d'un tableau dans lequel Ia variance est égale à la
somme des carrés divisée par le nombre de degrés de
liberté.

Totalité des mesures

i=f j=n 2

srsr/ _\) ) lx"-xl.Lt.Ltr 't 'i=1 j=1

N-1 ^25-

En forage
i=f j=n

\-! sr /

HH\ I
:4:4

2

_\_ *,) N-r ^25-1

Entre forages

It-rs/- -\n ) lx,-xl
^Ll\- 

-' - l
:4
l=l

r-1 5,,

#[*)'.#[*)'

tromper si l'on rejette l'hypothèse nulle alors qu
vraie.
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ffi
Méthode deTukey

La méthode de Tukey l2l consiste à chercher si

l'intervalle de confiance f ,,'u" - 1-i., + K recouw e zéro

avec une probabilité 1, - a.

S'il est ainsi, tous les couples (tr,to), où p et q < r,

sont tels eue :

ï-u* -l*i,., -Kslo-1o sI-u^ -I-in +K

On peut alors admettre que 1o = Ïo avec la proba-

bilité 1 - a", et que le site est homogène.
S'il n'en est pas ainsi, la différence entre Ï.nu" et

f *r., doit être consid érée comme significative et il faut
reprendre le calcul pour d'autres couples de moyennes.

Le facteur k est donné par la relation :

k=k
o

(23)

où ko est fourni par des tables en fonction de r et de
v - N - r et pour o( - 0,05 et cr - 0,01 l2l.

On voit que cette méthode nécessite l'établissement
du tableau d'analyse de la variance.

La méthode de Tukey peut également être utilisée
pour préciser les forages qui ont conduit, si tel est le
cas, à un rejet de l'hypothèse d'homogénéité par Ia
méthode d'analvse de la variance.

E
Examen de cas réels

ffiffiffi ir I

Dëtermination
des caractéristiq ues géotech niques

iiiruiiiili*l+iriiiÏi:i**iÏiili ii'+i

TGV Méditerranee (1995-1997). Viaduc sur le Rhône

à Avignon

La reconnaissance lithologique a fait apparaître
quatre couches principales numérotées de haut en bas
de 1 à 4. L'examen des profils pressiométriques a tou-
tefois mis en évidence des différences de compacité
dans la couche des alluvions grossières du Rhône selon
que l'on se trouve sur les berges, c'est-à-dire à terre, ou
dans Ie lit du fleuve. De plus, dans le lit du fleuve lui
même, oD a noté un très important affaiblissement des
caractéristiques pressiométriques (E, et pr - po) dans la
partie supérieure des alluvions grossières, c'est-à-dire
précisément dans Ia zone qui, avant la stabilisation du
lit par les barrages de la Compagnie nationale du
Rhône , était le siège d'affouillements importants, pou-
vant atteindre B à 10 mètres de profondeur. Nous avons
donc été amenés à diviser cette formation alluvionnaire
en trois sous-couches.

Dans le substratum marneux rencontré au-dessous
des alluvions, les modules pressiométriques mesurés à
terre sont légèrement inférieurs à ceux obtenus dans le
Iit du Rhône, mais cela pour des raisons purement géo-
logiques. Nous avons donc considéré, dans ce substra-
tum, deux couches géotechniquement différentes. En
définitive, alors que la lithologie et la géologie don-
naient quatre couches différentes, la synthèse strati-
graphique nous a amenés à en définir sept.

La figure B montre les histogrammes des modules
pressiométriques dans trois de ces couches avec les
droites de Henry correspondantes.

Dans les alluvions à terre (Fig. Ba) l'histogramme est
grosso modo symétrique et les points représentatifs des
fréquences cumulées en coordonnées gausso-arithmé-
tiques sont très correctement alignés, avec un coeffi-
cient de régression linéaire de 0,995.

La distribution de E, est donc normale avec pour la
loi ajustée :

1 -40Mpa s=L9Mpa n=55

Pour un niveau de probabilité P
cx, - 1 - P= 0,05 et n - 1 - 54 degrés de liberté, la table de
Student donne turz = 2,005. La limite inférieure de
l'intervalle de confiance de la moyenne donné par la
formule (10) est alors :

I = 4o - z,oos 19 
- 34,B6MPa

7 ,42

Nous avons donc retenu pour cette formation :

Er = 35 MPa.

Les histogrammes des figures Bb et Bc, concernant
respectivement la partie supérieure des alluvions gros-
sières et le substratum situés dans le lit du Rhône, pré-
sentent tous deux une asrrmétrie avec étalement vers la
droite.

Les courbes de fréquences cumulées en coordon-
nées gausso-logarithmique montrent que les distribu-
tions sont log-normales âvec :

- alluvions grossières 3a

d'où la valeur modale
X.n = 9,8 = 10 MPa

-substratum:F=6,11 et

d'où la valeur modale

: F = 2,BB et o = 0,77

(formule 11) :

o - 0,62

' 
Xn, = 307 = 300 MPa

Nous avons donc adopté :

- alluvions grossières lâches 
' 
E, = 10 Mpa ;

- substratum dans le fleuve : En, = 300 Mpa.

En opérant ainsi pour toutes les couches de la syn-
thèse stratigraphique, nous avons obtenu le tableau ci-
après qui nous a permis de poursuiwe l'étude des fon-
dations de façon déterministe.
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TGV Méditerranée, viaduc d'Avignon. Distribution des modules pressiométriques.
TGV Méditerranée (High Speed Train Track), bridge in Avignon. Distribution of the pressurmeter modulus.

1 Limons et terrains meubles de couverture 22 0,3

2 Sables gris, quelques graviers 11,3 1,0

3 Alluvions grossières à tere 35,0 4,0

3a Alluvions grossières Rhône 10,0 2,0

3b Alluvions grossières Rhône 50,0 5,4

4 Substratum Rhône 300,0 7,0

Substratum tere 220,0 7,0

Substratum global 270,0 7,0

*iii+#i$iff i*Hiiii'fi iit*r:îiiii;i;rii

TGV Méditerranëe. Déblai du pâtis

Il s'agit d'une grande tranchée qui entaille une butte
de sable compact et de marne silteuse dans le départe-
ment de la Drôme (plaine de Marsanne). Une première
campagne de reconnaissance a été réalisée en 1995 au
cours de laquelle, conformément à notre marché, nous
avons réalisé dans chacune des deux formations, deux
essais triaxiaux CIJ + U et un essai de cisaillement
consolidé drainé à la boîte . C'était vraiment peu pour
un tel terrassement !

En 1997 , la SNCF nous a demandé une reconnais-
sance complémentaire avec, à nouveau, deux essais
triaxiaux CU + lJ et un essai à la boîte CD dans chaque
couche.

La figure I représente les résultats que nous avons
obtenus dans les marnes argileuses grises en groupant
les deux campagnes avec tous les couples de points (s',
t') ou (o' , T'), tous échantillons et toutes profondeurs
confondus. Nous remarquons sur le graphe supérieur
de la figure (9a) que les points (s', t') sont remarquable-
ment alignés avec un coefficient de régression de 0,996,
ce qui montre l'homogénéité des deux campagnes.
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T.G.V. Méditerranés : déblai du Fatis
l[arnes sllteuses grlees : sstels triaxiaux CU+U
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ffiffiTGVMéditerranée.Déblaidupâtis.Évaluationdeg,etC,'Ellipsedeconfiance'
TGV Méditerranée (High Speed Train Track). Patis Excavation. Evaluation of rp' et C'. Confidence ellipse.

T.G"V. Médïterranée : déblai du Patis
Marnec sllteures grlsos: €sÊàls de clsalllement rêctiIgne C,D"

Les deux droites en pointillés parallèles à la droite
des moindres carrés donnent l'intervalle de confiance à
95 % de l'ordonnée à l'origine de la droite de régres-
sion (formule 12).Mais, comme indiqué précédem-
ment, il est plus rigoureux dans ce type d'estimation
d'utiliser la notion d'ellipse de confiance et de se pla-
cer sur le contour le plus sécurisant de cette ellipse.

La figure 9a (inférieure) montre qu'il est prudent de
chercher une valeur de q' et C'vers le bas de la courbe,,
pour laquelle nous avons adopté un niveau de probabi-
lité de 95 %. Nous pouvons donc prendre : g' = 34' et
c' = 36 kPa pour autant que ce résultat soit compatible
avec l'essai de cisaillement à la boite qui conduit, chose
surprenante, à des valeurs de q' significativement plus
faibles que celles obtenues dans les essais triaxiaux.

Nous voyons ainsi sur Ia figure 9b (inférieure) que
le seul point qui corresponde à <p' = 34" est le point de
contact M de la tangente horizontale supérieure à
l'ellipse. En revanche, ce point conduit à c' - 17 kPa. Le
point qui correspond à c' = 36 kPa est voisin de N' et
conduit à 9' = 33" valeur peu différente de 34 degrés.

On peut donc admettre qu'il y a comptabilité (un
peu limite certes) entre les deux essais, en ce qui
concerne l'angle de frottement interne, mais pas en ce
qui concerne la cohésion. Par mesure de prudence, on
a adopté c' - 17 kPa, mais on a conservé q' = 34".

Sur la figure L0, relative aux sables compacts, nous
voyons que la linéarité des points représentatifs des
essais triaxiaux est également remarquable avec un
coefficient de régression linéaire de 0,993, à opposer à

celui des essais de cisaillement à la boîte qui n'est que
de 0,843.

S'agissant d'un sable, nous avons résolument adopté
une cohésion nulle tout à fait compatible avec les deux
ffies d'essai, et les ellipses de coefficience au niveau de
probabilité de 95 o/o montrent qu'il y a également com-
patibilité des deux types d'essai pour g' = 43'. Nous
avons donc adopté dans les sables <p' = 43" et c' - 0.

re
Tramway de Strasbourg

Il s'agissait d'évaluer les caractéristiques de résis-
tance au cisaillement g' et c' des alluvions du Rhin, qui
ne sont évidemment pas carottables.

La difficulté a été contournée en procédant à des
mesures in sifu au phicomètre, appareil qui permet, à

tout niveau, d'appliquer une série de pressions radiales
oi sur.les parois d'un forage et, pour chacune de ces
pressions, d'exercer un effort de traction vertical
coaxial au forage jusqu'à la rupture, effort qui corres-
pond, sur la paroi du forage, à une contrainte de
cisaillement t,.

Ainsi, à chaque niveau, on dispose d'un certain
nombre de couples (5 à B environ) de valeurs de o, et t,
qui permettent de tracer la droite de Coulomb et d'en
déduire des valeurs de g, et ci peu différentes, en milieu
granulaire, de q' et c', selon l'inventeur de l'appareil,
G. Philipponnat.
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Dans le cas présent, on a réalisé de tels essais tous
les 1,60 mètre environ jusqu'à 10 mètres de profondeur.
Ces essais ont donné des résultats très dispersés âVec :

23" < g, S 41" et 0 S C, <72 kPa

Nous avons donc porté sur le même graphique
(Fig .11a) l'ensemble des couples (o,, t,) mesurés tous
forages et toutes profondeurs confondues, soit 90
couples. La droite des moindres carrés du nuage de
points a conduit à un coefficient de régression de 0,912
ce qui est tout à fait correct et justifie cette approche,
et a donné un angle de 34 degrés avec une cohésion de
16 kPa.

Nous n'étions pas d'accord pour attribuer à cette
formation essentiellement granulaire une quelconque
cohésion, mais le conseil du maître d'æuvre,
s'appuyant sur le fait qu'on n'avait pu justifier les défor-
mations des parois du métro de Lyon qu'en faisant
intervenir une cohésion dans les alluvions du Rhône,
voulait absolument en prendre une dans les alluvions
du Rhin, qui ne sont pas plus cohérentes que celles du
Rhône.

Or l'examen de l'ellipse de confiance a montré
qu'avec une cohésion de 10 kPa, l'intervalle de
confiance de q' au niveau de probabilité de 95 % était
telque:33o<q<35,5o

Nous avons donc finalement adopté : g' = 34o et c'=
10 kPa.

Tout s'est très bien comporté, mais nous avons tou-
tefois clairement précisé, dans notre étude, que la cohé-
sion prise en compte ne constituait pas une liaison
entre les particules du sol, comme dans une argile,
rnais résultait d'une imbrication des grains, et que cette

soit disant cohésion n'était qu'un artifice du à l'extra-
polation de Ia partie linéaire de la courbe t' - f (o') pour
les faibles valeurs de o'.

ffi
Homogénéité, d'un site

,iiff 
*fi i1+*11*+-*iff ilÏÏi:iiiliîii

Limons argileux de Cagnes-sur-Mer

Dans ces matériaux relativement cohérents, nous
avons réalisé 75 essais au scissomètre qui ont donné
des valeurs conventionnelles de la cohésion non drai-
née et qui ont été répartis sur 5 forages.

Nous avons testé l'homogénéité du site avec la
méthode approchée développée en 4.1., en comparant
les moyennes empiriques obtenues dans chaque forage
à la moyenne empirique globale de l'ensemble des
mesures. Avec les mêmes notations, nous avons le
tableau suivant :

32
REVUE FRANçAISE DE GÉoTEcHNIQUE
N" 93
4e trimestre 9000



\'\ \
-d-@--l

\

\-ÉûÀ,*--\ \\
6,5*_:

Æ>.
+5 û ù r13

-trq

q
*0rÊ

sF

Ënflaïtoil 6wÀrE

IWTramwaydeStrasbourg.Évaluationdeq,etC,auphicomètre.
Tramway in Strasbourg. Alluvial deposits of the Rhin River. Evaluation of g, and C, with phicometer.

N=75

Nous avons par ailleurs pour la population totale :

q2

x _ 43kPa s2=169
N

en laboratoire dans le cadre de l'étude du pont des
Quatre-Canaux. Ces essais étaient répartis en quatre
forages avec trois essais par forage.

Nous avons utilisé ici la méthode d'analvse de la
variance.

Les données des mesures nous ont permis de dres-
ser Ie tableau ci-après :

Le tableau d'analvse des variances est alors le suivârrt:

À partir des formules (19) et (20), nous obtenons,
tous calculs faits pour o( - 0,05 :

On constate que seul l'écart entre la moyenne de la
population totale et la moyenne obtenue dans Ie forage
SC4 est significatif par valeur inférieure, les autres
écarts ne l'étant pas.

On peut dire que la zone de SC4 présente une parti-
cularité (affaiblissement ou essais défectueux) alors que
le reste du site est homogène.

r**#i++ffiiiiï#*

Marnes argileuses de Palavôs-les-Flots

Ces marnes ont fait l'obj et de prélèvements
d'échantillons intacts et d'essais de compression simple
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SC1 - 1,896 52 2,009 1,676

SC2 0,00 57 2,000 1,671

SC3 1,,466 26 2,056 1,706

SC4 3,928 10 2,228 1,812

SC5 - 1,564 5 2,570 2,01,5

Totalité
des mesures

s2 = 0,01846

En forages s2n = 0,02468

s', = o,oo184

0,197 4

Entre forages



On en déduit : F = + = 0,07455
5,1

Au niveau de probabilité o( - 0,05 on a, d'après la
table de Snédécor :

Fo,.-1 
; N-. = Fo,or; 3; B - 4'07

Comme F est largement inférieur à 4,07 ,le test est
accepté et on peut admettre que le site est homogène.

Appliquons, par curiosité, la méthode de Tukey aux
moyennes extrêmes :

on a r fn,u* = 0,41.3 MPa (forage SC6)

f-i., = 0,357 MPa (forage SC4)

Pour r = 4, v - N - r = B, n - 3 et o( - 0,05, les tables
de Tukey donnent ko = 4,53 d'où :

= 4,53 = 0,41

1-u" -X-in +0,41, =-0,35/0,47

facilitée par des tables numériques ou des logiciels, est
relativement simple, comme le montrent les exemples
réels cités.

On a pu voir se dégager tout au long de cet exposé
les grandes lignes d'une méthodologie d'analyse qui
dewait être appliquée à toute reconnaissance géotech-
nique. Cette méthodologie comprend trois phase S :

- le dépouillement des résultats au sens Ie plus large
du terme avec la classification des paramètres mesu-
rés par nature de terrain, l'établissement des histo-
grammes et leur ajustement sur une loi de probabilité
CODIIUE ;

- la détermination des valeurs de calculs à partir des
notions d'intervalle de confiance pour les caractéris-
tiques indépendantes et d'ellipse de confiance pour les
caractéristiques liées ;

- l'étude de l'homogén éité d'un site par la méthode
d'analyse de Ia variance ou par des méthodes moins
sophistiquées utilisant un test d'hypothèse paramé-
trique double, basé sur la comparaison de deux
moyennes empiriques.

Depuis des décennies, dans la grande majorité des
cas, les données d'une reconnaissance géotechnique
sont traitées par l'ingénieur de façon plus ou moins
subjective. Grâce à l'outil statistique, il devient possible,
sans faire appel à une mathématique sophistiquée qui
pourrait être dissuasive, de conférer à ces choix tech-
niques une certaine objectivité, qui assure la sécurité
sans pour autant empiéter sur le jugement et sur l'expé-
rience de l'homme.

Nous ne pouvons donc qu'exhorter les ingé-
nieurs géotechniciens à utiliser systématiquement
ces méthodes, qui conduisent à une meilleure appré-
ciation des propriétés d'un sol mais qui permettent
également de juger de la qualité d'une expérimenta-
tion.

Cet intervalle
confirme bien le

E

recouvre largement
résultat de l'analvse

Conclusion
Nous avons présenté, dans les développements qui

précèdent, quelques-uns des outils que Ia statistique
mathématique met à la disposition de l'ingénieur géo-
technicien. Ces outils peuvent paraître, à première vue,
d'un emploi compliqué, mais, en fait, leur utilisation,
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En fixant le niveau de risque pour lequel les valeurs
caractéristiques des paramètres géotechniques doivent
être déterminées, les Eurocodes ouvrent la voie à une
approche rationnelle de ces valeurs, basée sur le
traitement statistique des données de sol. On présente la
méthode pratique qui a été élaborée dans le cadre de la
mise au point des Recommandations pour Ie calcul aux
états-Iimites des ouv ages en sife aquatique, et qui répond
en outre aux exigences de l'Eurocode 7 << Géotechnique ))

sur la prise en compte de l'étendue de la sollicitation du
sol dans la détermination de la valeur caractéristique.

Mots clés : conception, calcul, géotechnique, état-limite,
valeur caractéristique, statistiques.

A method for determining
the characteristic values
of geotechnical parameters
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In the Eurocodes the ievel of risk required for the characteristic
values of the geotechnical parameters has been specified. Thus
the route is opened for a rational approach to the determination
of these values, based on a statistical analysis of soil data. In this
article, a practical method is presented, which has been
deveioped while drafting the Recommendations for Limit State
Design of Waterways and Harbour Structures. This method also
meets the requirement of Euroco de 7 a Geotechnical design r
which calls for taking account of the extent of soil loading in
determining a characteristic value.

Key words; design, geotechnics, limite state, characteristic
value, statistics.
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E
Introduction

La dispersion des propriétés des sols est un pro-
blème que doit inévitablement traiter l'ingénieur dans
la pratique courante géotechnique. Or, gue ce soit dans
l'enseignement ou dans la réglementation, cette ques-
tion est très rarement voire jamais abordée. L'ingénieur
est donc laissé à lui-même, et naturellement, si l'on sou-
met un même cas à différentes personnes, on constate
une grande diversité dans le choix des valeurs de calcul
à utiliser.

Pour aborder convenablement le problème, il faut
distinguer deux questions :

1) Quel niveau de risque doit-on retenir pour les
valeurs rc de calcul t ?

L'approche traditionnelle consistait à travailler avec
des coefficients de sécurité globaux, par exemple 3
pour le poinçonnement des fondations superficielles.
Mais, on ne savait pas si la valeur < de calcul > de la
résistance du sol devait être une valeur moyenne, une
valeur prudente, ou une valeur très prudente. Dans les
documents actuellement en vigueur pour les fonda-
tions des ouvrages, fascicule 62 Titre V du CCTG pour
les ouvrages d'art, DTIJ 13.11 et 13.2 pour les bâti-
ments, l'approche des coefficients partiels est retenue,
mais on constate le même silence sur le choix des
valeurs n de calcul l.

2) Comment déterminer en pratique ces valeurs ?

En effet, la dispersion des propriétés des sols est
causée par des phénomènes physiques complexes ;

elle peut être représentée par des lois spécifiques et les
outils de traitement statistique habituels sont insuffi-
sants. En outre, le nombre de données est le plus sou-
vent très limité, ce qui accroît la difficulté.

Les Eurocodes apportent une réponse à la première
question. Ce peut donc être le point de départ pour éla-
borer une méthode de traitement statistique des don-
nées de sol. C'est ce que nous avons tenté de faire dans
le cadre de la mise au point du document Recomman-
dations pour le calcul aux états-Iimites des ouvrages en
site aquatique (en abrégé Recommandadons).

Dans cet article, après avoir précisé les données de
départ, nous exposons dans ses grandes lignes la
méthode pratique que nous avons retenue dans les
Recommandations pour répondre à la seconde ques-
tion. Pour plus de détails on pourra se reporter au
document lui-même, diffusé sous forme du CD-Rom
ROSA 2000 par Ie Centre d'études techniques mari-
times et fluviales (CETMEFI.

-

Lepoint dedépart

ffi
llobjectif, selon les Eurocodes

Les Eurocodes sont encore des normes provisoires,
et leur état est encore fluctuant. Cependant les prin-
cipes généraux n'ont guère varié depuis l'origine, et on
peut considérer qu'ils ne seront pas remis en cause
dans les versions définitives.

Ii existe un Eurocode de base, l'Eurocode n" 0, qui
donne les principes retenus pour la justification des
ouwages.

D'une manière générale, trois ffies de paramètres
interviennent: 1) les charges; 2) les propriétés des
matériaux, les résistances ou les modules de déforma-
tion; 3) Ies modèles de calcul. On en détermine
d'abord des valeurs dites caractéristiques, qui corres-
pondent à une probabilité maximale de mise en défaut
de5%.

Ce sont les valeurs caractéristiques qui sont consi-
dérées dans les vérifications des états-limites relevant
de Ia catégorie des ELS (étatslimites de service). Ces
phénomènes préjudiciables (états-limites) correspon-
dent typiquement à l'apparition de défauts gênant l'uti-
lisation de l'ouwage, mais pouvant être réparés. Ils font
en général intervenir les modules de déformation. La
probabilité cible d'occurrence de tels états-limites est
de I'ordre de 10-3 par an.

Pour les vérifications des états-limites relevant de
la catégorie des ELU (états-limites ultimes), le risque
de rupture est en jeu et ce sont ies résistances qui
interviennent, sauf cas particuliers (dans ces cas, les
modules de déformation doivent être évalués avec une
probabilité de mise en défaut de 57", et non comme
une valeur moyenne). Ce sont les valeurs de calcul qui
sont considérées dans les vérifications des ELU, et qui
se déduisent des valeurs caractéristiques par I'applica-
tion de coefficients partiels, majorants pour les
charges, minorants pour les résistances. Ces coeffi-
cients partiels sont destinés à réduire la probabilité
cible d'apparition d'un ELU à une valeur de l'ordre de
10 -6 par an.

On voit donc que, en général, l'objectif visé pour les
valeurs caractéristiques est une certaine prudence :

risque de 5"/", soit 1 chance sur 20 de mise en défaut.
Ce n'est ni la vaieur la plus probable (valeur moyenne),
ni une valeur donnant une garantie < absolue > de non
franchissement. C'est par Ia combinaison des diffé-
rentes valeurs représentatives des paramètres, avec des
coefficients partiels, que l'on obtient des probabilités
suffisamment basses vis-à-vis du dysfonctionnement
ou de la ruine des ouwages.

L'actuelle version provisoire de l'Eurocode 7, Euro-
code dédié aux ouvrages géotechniques, donne les
directives suivantes pour la détermination des valeurs
caractéristiques des sois et des roches:

La valeur caractéristique d'un paramètre de sol ou de
roche doit être choisie comme une estimation aru-
dente de la valeur influençant l'occurcence de fétat
limite.
L'étendue de la zone de terrain qui gouverne le com-
portement d'un ouwage géotechnique vis-à-vis d'un
état limite donné est généralement beaucoup plus
grande que celle qui intervient dans un essaj sur ie
soi ou sur la roche et, par conséquent, Ie paramètre
qui contrôle )e comportement de )'ouwage esf sou-
vent une valeur moyenne sur une certaine surface ou
un certainvolume de sol. Lavaleur caractéristioue est
une estimation prudente d.e cette valeur moyenne.
Lorsque des méthodes statistiques sonf utilisées, il
convient d'établir la valeur caractéristique de telle
sorte que )a probabilité calculée d'une valeur p/us
défavorable contrôlant l'occurrence de l'état limite ne
dépasse pas 5 7o.
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On voit que l'objectif de 5 % est rappelé à propos
de l'utilisation possible des méthodes statistiques,
cette indication ayant valeur générale d'après l'Euro-
code 0.

En outre, l'Eurocode 7 associe clairement la notion
de valeur caractéristique au mécanisme de ruine (ou
de déformation): il ne peut donc s'agir d'une valeur
intrinsèque au sol. La probabilité de 5 oÂ intéresse la
valeur du paramètre qui entre en compte dans le
modèle de calcul ; et I'on comprend qu'un ouvrage de
petite taille va être plus vulnérable vis-à-vis de défauts
de résistance localisés qu'un grand ouvrage où va
s'opérer une certaine moyenne spatiale des variations
de résistance.

Le probième ne se réduit donc pas à celui de la
détermination du fractile à 5 % de la distribution esti-
mée du paramètre géotechnique dans Ia couche ou Ia
formation considérée.

rttrfir
Les conditions préalables

Les méthodes de traitement statistique ne peuvent
porter que sur des populations que I'on a clairement
identifiées comme homogènes, pour que la variabilité
puisse être modélisée par une loi statistique.

Ceci implique que le géotechnicien doit faire aupa-
ravant et convenablement son travail habituel de déter-
mination de Ia structure géologique et géotechnique du
site. L'application des méthodes statistiques ne com-
pensera pas Ies carences éventuelles dans ce domaine.
La présence non détectée d'un accident géologique, tel
qu'une vallée fossile, ou Ia méconnaissance de la struc-
ture particulière d'une formation, telle qu'une alter-
nance de deux types de sols ou roches (limons et sables
dans un site alluvionnaire, ou marne et caicaire dans
Ies flyschs) poura invalider la reconnaissance, que l'on
ait utilisé ou non les méthodes statistiques pour I'inter-
prétation.

Nous supposons également qu'après avoir identifié
une formation comme homogène, le géotechnicien a
fait son travail habituel de conversion, pour passer de
grandeurs mesurées aux grandeurs qui entrent dans le
modèle de calcul. Par exemple, les biais liés à une
méthode d'essai sont supposés être traités. Ce peut être
Ia correction de plasticité pour l'essai scissométrique,
l'interprétation de l'essai Franklin pour la résistance à
la compression d'une roche; ou comme mentionnés
dans l'Eurocode 7: l'effet d'échelle dû à Ia fissuration
ou l'effet de Ia durée de I'essai par rapport à la durée
des charges sur I'ouwage, etc.

Nous supposons en outre que la dispersion des
données relative à la formation étudiée reflète Ia
dispersion spatiale des propriétés correspondantes,
et que la dispersion due à Ia méthode de mesures,
soit a pu être isolée et prise en compte par ailleurs
(c'est sans doute un væu pieux dans Ie cas générai),
soit est négligée (ce qui va dans ie sens de la sécu-
rité).

Ainsi, Ie problème que nous abordons ici est stricte-
ment Ie traitement de la dispersion spatiale d'un para-
mètre de sol devant entrer dans un modèle de calcul
clairement identifié par ailleurs. L'objectif est d'obtenir
une valeur dite caractéristique, au risque de mise en
défaut de 5 %.

E

variable

3l

La méthode.
Cas d'une scalaire

ffi
Considérations généra les

Pour simplifier le langage, nous parlerons de
couche de sol, sachant qu'il peut s'agir en réalité d'une
couche ou d'une lentille de sol, ou d'un volume de
forme quelconque de sol ou de roche. Et pour com-
mencer, nous supposons que nous avons affaire à une
résistance s'exprimant par une variable scalaire unique
(exemples : cohésion non drainée c,,, pression limite
pressiométrique p,, résistance pénétrômétrique e"). Le
cas où la résistance est caractérisée par deux fara-
mètres liés (cohésion c' et angle de frotternent e' , ou
variation avec la profondeur z de la pression limite
pressiométrique pr) sera abordé dans la section sui-
vante.

Les données sont N valeurs x, (x, à x*) du paramètre
X. De plus, nous supposons que les N valeurs dont
nous disposons sont indépendantes du point de vue
statistique. C'est un point dont nous préciserons les
conditions un peu plus loin.

On fait l'hypothèse a priori que la distribution du
paramètre X s'ajuste à une loi normale. Cette loi, clas-
sique et justifiée dans la pratique de l'ingénieur par le
théorème central limite, est appropriée dans la plupart
des cas où l'on a un seul mode, c'est-à-dire une seule
valeur dominante. Il est toutefois préférable d'adopter
une loi log-normale dans le cas où le coefficient de
variation (rapport de I'écart type à la valeur moyenne)
est grand (par exemple supérieur à 15 %); ceci permet
d'éviter ensuite les valeurs négatives à probabilité non
nulle. On travaille alors dans ce cas avec le logarithme
du paramètre X en posant Y = ln(X) : Y est alors sup-
posée être une variable aléatoire normale.

La distribution des valeurs observées peut être
caractérisée par deux valeurs :

- la moyenne empirique ou observée : ffix = | x,/N;

-I'écart type estimé r Sx = [I (xi - -")t/(N-1)]0't.
La méthode propose de procéder en deux étapes

distinctes.

Le paramètre local

Dans la première étape, on s'intéresse aû paramètre
local (ou ponctuel), c'est-à-dire à la grandeur résultant
des mesures. Sa variabilité ne dépend que de la couche
étudiée et ne fait bien sûr pas intervenir l'ouvrage ni le
mécanisme de rupture à vérifier. On caractérise sa dis-
tribution par deux valeurs particulières, qui sont des
valeurs intrinsèques au sol :

o une valeur moJlenne inférieure, X^i,définie comme
I'estimation par défaut de la moyenne du paramètre
local au risque statistique de 25 oÂ (ce qui est conforme
aux recommandations de l'Eurocode). Elle se calcule à

partir des paramètres de la distribution observée pâr:
X-t =ITI"-ko.S"
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où kcx est un coefficient d'incertitude statistique, fonc-
tion du nombre d'observations N, donné par le tableau
I pour le risque statistique o( - 25 %. Son expression
exacte est :

ko = flN t)6/{\

sl 1tN-t)cr est le fractile à a de la loi de Student à N - 1

degrés de liberté.

:iïiiiiiïiiiiiiiiiiiiiiiiii iiïiiili k* [N i a"= 25 %].

o une valeur basse, X* définie comme la valeur caracté-
ristique du paramètre local, c'est-à-dire présentant un
risque de mise en défaut de 5 %. Elle se calcule pâr :

Xo=mx-ko.s"
où ko est un coefficient d'incertitude statistique, fonc-
tion du nombre d'observations N, donné par le
tableau II.
Son expression exacte est :

kB = 1rN tiul{N

où t(N-t,u est le fractile à F de la loi de Student à N-1
degrés de liberté.

;irii+i+iiriiiiiiiii'r i#lii:iiii1i kB [N i a"= 5 %].

ffi
Le paramàtre étendu

Dans la deuxième étape, on considère }e paramètre
étendu, défini comme une moyenne spatiale du para-
mètre local, sur une surface ou un volume de sol cor-
respondant au mécanisme de rupture à vérifier. La
valeur caractéristique Xo de la propriété X est définie
comme la valeur du paramètre étendu ayant une pro-
babilité de mise en défaut de 5 "/". On adopte ici une
démarche simplifiée dans laquelle la valeur caractéris-
tique (du paramètre étendu) varie entre la valeur basse
et la valeur moyenne inférieure du paramètre local X*,
et Xo, selon la relation :

Xo:X-i-(X,n,-Xb)/k,
avecrku=(t,o.)o,t
où: k,, €st un coefficient de réduction d'écart type;
et: n,o. est le nombre supposé de valeurs indépendantes
du paramètre local sur la surface ou dans le volume en
cause dans l'état-limite.

Ce nombre ilro. (x, y,z) dépend :

- des distances d'auto-corrélation du sol pour la pro-
priété eD câuS€;

- de l'étendue du volume de sol concerné i hjo. est donc
1ô le produit de Dro., (x,y, z) dans les trois directlbns.
J\J I
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Lorsque l'étendue de la surface ou du volume sollicité
est faible par rapport à la distance d'auto-corrélation, oro.
est petit, voire égal à 1 : la valeur caractéristique Xk sê
rapproche de la valeur basse Xo, voire lui est égale.

À l'inverse, lorsque l'étendue de la surface ou du
volume sollicité est grande par rapport à la distance
d'auto-corrélation, [ro. est grand : la valeur caractéris-
tique Xo se rapproche de la valeur moyenne inférieure
X-i, voire lui est égale (phénomène de réduction de
variance).

Généralement pour les sols, et c'est le cas en parti-
culier des sols sédimentaires, on peut distinguer une
distance d'auto-corrélation horizontale Ln et une dis-
tance d'auto-corrélation verticale Lu.

Le tableau III, donné à titre indicatif, présente des
ordres de grandeur de valeurs typiques de distances
d'auto-corrélation pour la détermination de n,o. :

1i1liiiiiiiiiiiiiiili *rffiiini1il1i1 Valeurs typiques de distances d'auto-
corrélation.
Typical values of auto-correlation distances.

La distance L, étant généralement beaucoup plus
élevée que la distance Lu, le nombre hro. sera souvent
égal ou proche du nombre de tranches-d'épaisseur L.,
recoupées par la surface ou le volume concerné. Ii
convient d'être prudent dans le décompte des valeurs
suivant l'horizontale. En effet, si une ligne de glisse-
ment a une grande extension horizontale, elle aura ten-
dance à venir se localiser suivant le lit de résistance la
plus faible.

On remarquera que les règles de calcul de la pres-
sion limite équivalente pr.*, ou de la résistance pénétro-
métrique équivalent€ e." (fascicule 62 titre V), sont répu-
tées donner des valeurs caractéristiques en partant d'un
sondage supposé parfaitement représentatif des varia-
tions des propriétés du sol avec la profondeur: il n'est
donc pas nécessaire de mettre en æuwe ur oro. vertical.

Il convient de revenir maintenant sur la question de
I'indépendance statistique des données x; de départ. En
effet, dire qu'il y a auto-corrélation signifie que les
valeurs de la variable X à deux emplacements proches
ne sont pas statistiquement indépendantes. PIus leur
distance respective descend en dessous de la distance
d'auto-corrélation, plus la corrélation est forte. Pour
que les données de départ puissent être considérées
comme statistiquement indépendantes, il convient
qu'elles ne se rapportent pas à des emplacements trop
proches les uns des autres, mais qu'elles soient conve-
nablement réparties tant dans le sens vertical que dans
le sens horizontal ,la référence étant les distances
d'auto-corrélation L" et Lu. Si p.ar exemple deux valeurs
ont été mesurees au meme nrveau et à une distance
horizontale réduite, alors que les autres valeurs sont
bien réparties spatialement, on devra ne compter ces
deux valeurs que pour une, avec leur valeur moyenne.

Forte auto-corrélation

Auto-corréiation courante

Faible auto-corrélation
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Cas de paramètres multiples

ffi ifrffii:ffiHffi|

Cons idér ations génëra les

Nous nous intéressons à la variation avec la profon-
deur z d'une propriété mécanique R, résistance (cu,, p,
ou q.) ou déformabilité (module Er...). On recherche
une relation linéaire entre R et z de la forme R
b.z, éventuellement constante (R = a) par la technique
des moindres carrés. Le problème consiste alors,
connaissant la profondeur z, à estimer l'incertitude sur
la résistance R.

Nous nous intéressons aussi aux paramètres de Ia
résistance au cisaillement, cohésion c' et coefficient de
frottement tgq' (plutôt que l'angle de frottement q').
Ces deux paramètres doivent être déduits d'une série
de N couples (o,',T,), résistance au cisaillement T, mesu-
rée dans un essai en fonction de la contrainte normale
o,. Là encore on recherche une relation linéaire entre r
et o' de Ia forme r = c' + tgq'.o', par la technique des
moindres carrés. Le problème est différent parce qu'il
consiste à estimer l'incertitude propres aux paramètres
de la régression.

La prise en compte des incertitudes statistiques sur
la détermination des paramètres a et b d'une régres-
sion linéaire permet en effet de déterminer:

des intervalles de confiance pour la valeur
moyenne de la variable R (paramètre de résistance);

- des ellipses de confiance (ellipses de concentra-
tion) pour l'évaluation conjointe de la moyenne des
paramètres c' et tgq (résistance au cisaillement).

Pour les propriétés de résistance au cisaillement c'
et tgg', l'application d'une méthode statistique sur les
paramètres de la régression peut être très complexe.
Une démarche pragmatique doit être mise en æuVr€:
par suite de la corrélation entre ces deux paramètres,
on ne peut rigoureusement déterminer de valeurs
représentatives que d'une fonction de c' eT de tan(e') :

il resterait donc à considérer la < résistance > R(c', tanE')
comme une variable aléatoire dont on calculerait les
moments par développement de Taylor, puis les
valeurs moyennes inférieures et basses comme dans le
cas d'une variable scalaire. En raison de lois physiques
(existence des seuils minimum, respectivement 0 et
tgq crit) qui constituent des données supplémentaires
par rapport aux données brutes utilisées par la théorie
statistique, on choisit de développer une procédure
simplifiée en utilisant les facteurs k précédents déve-
loppés dans le cadre de la variable unique.

ffi
Étude de la régression ltnéaire

Dans la suite de cet article, on décrit les techniques
de régression linéaire avec les variables X, y , a et b ,

telles que :

- y - o', contrainte normale imposée dans I'essai, ou
Ia profondeur z, consid érée dans les deux cas comme
variable déterministe ;

- X = x, résistance au cisaillement mesurée dans

l'essai, ou R, paramètre de résistance (pressiomé-
trique...), considérée dans les deux cas comme variable
aléatoire;

-. (yi, X,) = ième couple de valeurs mesurées dans les
CSSAIS ;

- a et b, coefficients de la droite de régression (pour
l'étude de la résistance au cisaillement, a = c' et
b - tg q').

reliées par : X - a + b.y, c'est-à-dire : T : c' + tg rp'.o' ou
encore:R-a+b.z

Une fois déterminés les paramètres a et b et l'écart

type s"1, de la loi conditionnelle XlV, oD détermine trois

droites r D_i, Do et Do, moyenne inférieure, basse et
caractéristique, analogues aux valeurs X_,, Xo et Xo du
cas de la variable scalaire unique.

On peut faire différentes hypothèses sur la variation
de l'écart type s";, avec y.

Nous considérons les cas suivants :

I. Écart type constant ' sxly = s

II. Écart type variant linéairement avec y (c'est-à-
dire avec la contrainte normale s' ou la profondeur z),
cas général : Sxly : t.g(y)
avec : g(y) - c + d. y, fonction de y donnée a priori.

Les paramètres a, b et t sont à estimer en donnant
plus de < poids > aux données qui se situent dans les
régions de plus faible variance. On choisit de pondérer
les écarts quadratiques par des poids wi en posant r w,

- 1, /92(y 
,) 

.

III. Écart type et résistance proportionnels à la
contrainte normale s' ou à la profondeur z, cas particu-
lier de la variation linéaire :

x-b.v
g(Y) - b 'Y
Le choix du Vpe de cas à utiliser est laissé à l'appré-

ciation de f ingénieur. Cependant on trouvera dans les
Recommandafions des indications à ce sujet.

Les valeurs des coefficients à, b, s ou t sont pour les
différents cas :

CasI:Sconstant
b - (Ex;yi- N.-r.m)/(zy',- N.mr2)

â = f11*- b.^,
s2 - 2 (x, - a - y,.b)2/(l{-2)

Cas II : câs général linéaire

b-

Zwixi -blwiyi
Zwi

Lw,(t, -a-ny,)'
N-2

Cas III : câS particulier linéaire

t2
L-

Lw,(2w,x,y,)- (I w iX iXI -,y,)
Zw,(Z*,y?)-(I w,y,)'

Zr,.y,
Zy,,
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définition)

N-1
lJne application intéressante du cas général II est de

chercher à ajuster les coefficients c et d sur les coeffi-
cients a et b de la régression , ce qui revient à dire qu'on
considère que Ia droite de régression D et les droites
dérivées, D-,, Do et Do forment un faisceau dont le som-
met est situé sur l'axe des y (c'est-à-dire o' ou z). On
procède par itérations successives. En prenant comme
premières valeurs de c et d les valeurS â, et b, issues de

la régression avec t"lu constant, il suffit en général de
deux ou trois itérations pour obtenir une convergence
satisfaisante. Cette approche revient à faire l'hypothèse
que Ie coefficient de variation de Ia loi conditionnelle
XIV est constant avec y.

ffi
D,âtermination des droites rep résentatives

Nous proposons de déterminer les paramètres des
droites représentatives, D-, et Do de la manière suivante
pour chacun des cas d'application.

On note :

ko=k"(N;u"-25%)
kB = kB (N; F = 5%)

CasI:
a =â-k.sml û,

âb=a-ku.s

valeurs du tableau I
valeurs du tableau II

\
\
\
\
\
\

droite basse\

droite de régression

\
\
\

\

droite movenne inférieure

i#$t#fi#ilfi#ïitiili ,f# i j'l*iii (Cas I) : Droite de régression,
droites moyenne inférieure et basse.
Regression iine, low average and lower lines.

b -bml

bn=b

\
\
\

droite ba\se
\
\
\

droite de régression

. Les figures 1 à 3 illustrent les droites ainsi détermi-
nees.

La détermination de la droite caractéristique Do se
fait à partir du coefficient de réduction d'écart typê k"
de manière analogue à celle de la variable scalaire
unique :

a,-a -h -a, l/kKmlrmlD'v

b, -b -fb -b,)/kKm1 'mlD'v

Par la procédure ainsi proposée nous avons cher-
ché à garantir que les résistances utilisées dans le
modèle de calcul ne seront pas mises en défaut au
risque de 5"/o, conformément à l'objectif général des
valeurs caractéristiques. Dans le cas particulier de
l'écart type constant, la procédure revient à linéariser
la limite basse d'un intervalle de confiance de X (= r ou
R) qui, considérée comme fonction de y (= o' ou z), est
thé oriquement hyperbolique.

droite oyenhe inférieure

iiiÏlïii+iifiïîiiiiffsi*it {e*i diiii (cas II avec a = c, b : d) : Droite
de régression. Droites moyenne
inférieure et basse.
Regression iine. Low average and lower lines.

droite de régression

dr

\\
ite basse

CasIIavecâ=c,b=d:
a -a. 11 -k.tlmt-o(

âb = a. 11, - kp.tl

Cas III:
â-i=0
ân=0

b-i = b. t1 - k*.tl
bo = b. t1 - kp.tl

b-r = b. t1 - k".t l
bo=b.t1 -k'.tl

\

\

droite *oyàne inférieure

ii.Ïii.+ifi*ffi++f,i:*i#ffi#ffiil (Cas III): Droite de régression. Droites
moyenne inférieure et basse.
Regression line. Low average and lower lines.
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Conclusion

La méthode que nous avons élaborée dans le cadre
des Recommandations est une proposition permettant
d'appliquer les principes de l'Eurocode 7 a Géotech-
nique r. En prévoyant une démarche en deux étapes,
elle permet de distinguer clairement ce qui relève uni-
quement du sol et ce qui est lié à l'ouwage.

On trouvera dans les Recommandations des conseils
d'application à divers paramètres tels que la résistance
au cisaillement des sols, la pression limite pressiomé-
trique ou Ia résistance de pointe pénétrométrique. Cette
démarche peut d'ailleurs être suivie dans son esprit, que
l'on fasse appel ou non aux méthodes de traitement sta-
tistique pour déterminer les valeurs représentatives de
la résistance caractérisant le sol: valeurs moyenne infé-
rieure et basse,, ou prenant en compte en outre la solli-
citation de l'ouwage : valeur caractéristique.

La méthode de traitement statistique proposée res-
pecte l'objectif du risque de 5 % indiqué par les Euro-
codes pour les valeurs caractéristiques des résistances.
Par rapport à la théorie statistique et probabiliste, elle
comporte un certain nombre de simplifications, notam-
ment concernant la réduction d'écart type, qui semble
adaptée à la pratique géotechnique.

Certains aspects doivent faire l'objet de développe-
ments ultérieurs. Ainsi en est-il par exemple de la dis-
persion liée aux essais, négligée dans la méthode, de la
réduction de variance et de l'utilisation des distances
d'auto-corrélation en liaison avec les différents types
de mécanismes de ruine, du traitement de multi-
couches.
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L'aspect quantitatif ne manquera pas de susciter des
critiques,, en raison notamment du petit nombre de
données généralement disponibles dans la pratique
courante géotechnique. La méthode illustre en tout cas
clairement le lien entre la quantité d'informations et la
réduction des incertitudes et elle peut aider à faire
prendre conscience de la nécessité d'étoffer les recon-
naissances géotechniques.

Nous pensons qu'il est préférable de traiter le pro-
blème de la dispersion des données géotechnique en
référence à une méthode explicite, en l'adaptant si
nécessaire aux particularités du cas à traiter, plutôt que
de laisser à chacun le soin de régler le problème selon
ses habitudes.

Nous espérons donc que la méthode proposée
constituera un premier pas pour faire évoluer la situa-
tion actuelle et susciter chez les spécialistes en statis-
tiques un effort d'adaptation des outils théoriques aux
besoins des ingénieurs géotechniciens.

iiiliÏi*ffiFrr i.i.iiii
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Deux applications
de l'analyse factorielle
à des données géotechniques

l'ql
IEl=lul
l.SllÉ

La méthode d'analyse factorielle a êté appliquée à
l'analyse des données géotechniques provenant de deux
sites : une zorre de sols argileux compressibles où un
grand nombre d'essais ædométriques a été réalisé dans
un sondage et une zone de sols surconsolidés et peu
déformables dans laquelle se trouve une vallée fossile
remplie de sédiments argileux mous. Le premier site a
été analysé pour trouver les relations existant entre les
paramètres et définir les frontières des couches. Le
second site a été analysé pour retrouver la géométrie de
la vallée fossile à partir de mesures au pénétromètre
statique. Ces deux exemples illustrent les possibilités de
l'analyse factorielle, qui a fourni le résultat cherché dans
les deux cas. Ils ont aussi mis en évidence quelques
sources d'erreurs possibles.

Mots clés: analyse statistique, analyse factorielle, site
compressible, vallée fossile, exemples.

The factor analysis method has been appiied to the analysis of
geotechnical data from two sites : à zor1e, of compressible clavey
soils where a large number of oedemeter compressibility tests
were made and a zone of overconsolidated stiff soils where a

hidden valley filled up with soft clayey sediments was found.
The first site was analysed with the intention to find
relationships between the soil parameters and to define the
layer boundaries. The second site was analysed in order to find
the geometry of the hidden valley from come penetration tests.
The two examples show the possibilities offered by factor
analysis,which gave the intended results. They displayed
possible sources of errors, too.

Key words; statistical analysis, factor analysis, compressible site,
hidden valley, examples.



E
Introduction

Malgré les nombreux travaux qui leur ont été consa-
crés, les méthodes d'analyse de données restent pour
les géotechniciens des outils mal connus et utilisés de
façon très marginale,, sous forme notamment de calculs
statistiques élémentaires tels que les calculs de
moyenne et de variance et les études de régression
linéaire, où la statistique porte sur la variabilité des
données autour d'une droite définie par Ia méthode des
moindres carrés.

L'analyse factorielle, utilisée dès les années 1970
pour des applications de géotechnique (Favre, 1980),
offre des possibilités complémentaires pour détermi-
ner les relations existant à l'intérieur d'un ensemble de
paramètres. Les deux études présentées dans cet article
ont été réalisées sur deux sites où de très nombreuses
données étaient disponibles :

- Ia première a été effectuée sur le site expérimental de
Cubzac-les-Ponts (sols argileux compressibles), déjà
analysé par Baghery et Magnan (1983) par des
méthodes d'analyse de corrélations et de régression
linéaire. Il s'agissait de voir si l'utilisation de l'analyse
factorielle, sous la forme de l'analyse en composantes
principales, apportait des résultats différents des ana-
lyses déjà effectuées ;

- la seconde étude portait sur la recherche automatique
d'ensembles de terrains homogènes dans la reconnais-
sance géotechnique d'un site. Cette seconde applica-
tion a été réalisée sur les données d'une étude géotech-
nique exécutée quelques années plus tôt et qui avait
mis en évidence l'existence d'une vallée fossile remplie
de sols compressibles dans un environnement de sols
surconsolidés et résistants.

Ces deux applications sont décrites successivement
dans cet article, après un rappel succinct des principes
de l'analyse factorielle de données.

E
La méthode d'analyse factorielle
(rappels)

L'analyse factorielle cherche à représenter la varia-
bilité d'un ensemble de n variables aléatoires {xi}i = r n
par un plus petit nombre p d'autres variables {Y,}, _, n

appelées catégories ou facteurs. Ce travail se fait à ffil:
tir de m observations des variables X,, soit {x,o}' 

= r, n; k = r, m.

Pour atteindre cet objectif, on construit par étapes
une suite de variables Y, qui représentent chacune
l'essentiel de Ia variabilité restante des données. Ce tra-
vail peut être représenté comme Ia recherche des axes
principaux des m points observés dans l'espace à n
dimensions d'axes (X' Xr, ... X"). Pour n - 3, cette pro-
cédure est représentée sur la fi(iure 1 :

- la première phase est la recherche de l'axe Y., qui passe
par le centre de gravité G des points et minimise la somme
des carrés des distances des points {x,,} à ce premier axe;

- la deuxième phase est la recherche de l'axe principal
d'inerti. Y, dans le plan passant par G et perpendiculaire
à l'axe Y.,. La procédure est la même que pour Y, : on
cherche l'orientation de l'axeY, qui minimise la soinme
des carrés des distances des points au plan Y.,Yr;

- le troisième axe est perpendiculaire aux deux pre-
miers.

Quand il existe plus de trois variables X,, la procé-
dure est la même avec un axe principal Y, et des axes
successifs définis par minimisation par rapport à des
h5perplans.

L'expression mathématique de la procédure de
recherche des axes {Y,} est décrite dans divers ouwages
(Bertier et Bouroche, 1977 ; Dagnelie, 1977 ; Lebart et
al., 1,982). Elle est brièvement rappelée ci-après.

La relation cherchée entre les n variables {X,} et les
variables {Y,} peut s'écrire sous la forme générale

u1n

tY) = tu) tX) + {e}

où {e} est la matrice des résidus (écarts entre les valeurs
réelles et les valeurs calculées) de la relation. La matrice
{U}, pour sa part, est la matrice de passage du repère
orthonormé des variables {Xi} au repère orthonormé
des nouvelles variables {Y,}. Cette matrice contient les
coordonnées en ligne des vecteurs unitaires des axes
{Y,} par rapport à la base des vecteurs unitaires des axes
{Xi}. Compte tenu de son origine, la matrice {U} a les
propriétés suivantes :

(vecteurs unitaires)

et

s
/uliu*r - 0 pour j # k (vecteurs orthogonaux par

i

deux).

'["'

tl

J[x"upn[l] [::

I"ï

tu)

ont

Par conséquent la matrice {U} est telle que
{u}'=t1} (matrice unité) et {U}' est f inverse de tu}.

Les points Po observés (m valeurs des {X,}, soit {x,o})
pour coordonnées dans le nouveau repère des {Y'} :

{y,o} = {uu} {x,o}.

Dans ces matrices, les coordonnées {*,0} des points
Po sont rangées en colonnes et les {y'o} correspondants

J

en lignes.

Si l'origine des axes est pla cee
G des points Po, la distance entre
tection Ho, d'un point Po sur l'axe portant la variable Y,
(Fig. 2) vaut :

{V,o} = {u,,} {x,o}.

Le carré de

=àu1'xÎo

cette distance est égal à :

lcHr.r l2 = {r,, }{*,0 }{",0 }'{r,, }'

au centre de gravité
le point G et Ia pro-

des carrés des distances GHo, pour
Pk est donnée par le produit de

{u,,} {x,o} {*,0}' {r,,}t.

La somm e 22

tous Ie s points
matrices

22 - {V,o} {V,o}' =
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Ptan YrYz ( Plan Y1Y2

iiiiifiii1friiiniii;ifiiiifriliiii.6ffiiffïiii;|i Procédure de recherche des axes principaux d'inertie.
Procedure for finding the principal inertia axes.

iiiiii+jliiiiijiriilliiiliiitiliiii.iififfi+iii Distance du point Pu à l'axe Yr.
Distance from point Po to axis Yr.

La somme des
l'axe GY, est égale

des distances des points Po à

?"o,Po'=TGP*' ?GHo,'

Comme l"oot est constant pour un ensemble de
k

points Po donné, minimiser ff-lo,1Po' revient à maxi-
k

miser )cuor':It./-J -
k

On peut écrire :

{A} {B} = {B} t^}
d'où :

{A} = tB} t^} {B}'car tB} {B}'= {1}.

Si l'on écrit les coordonnées des vecteurs
unitaires {boi}dans leur repère (qui est celui des
chés), on obtient une nouvelle matrice:

{C} ={co,} ={B}'{lJ}',
et l'on peut écrire que

propres
Y cher-

J

{U} tX} {X}'{U}'= {U} {B} t^} {B}'{U}'= {C}'{^} {C}.

La condition {U}' {U} = {1} devient alors

{C}'{C} = tU} tB} {B}'{U}'= {U} {U}'= {1}.

La maximisation de {tl} {X} tX}' {U}'pour la première
direction propre correspond donc à celle de l'expres-
sion :

S" ?

LL"c ",

sous la condition I.;,, - 1'

En effet, les .", io.rt les coordonnées des vecteurs
propres unitaires sur la première direction propre. On
peut remplir les conditions imposées en choisissant la
direction propre associée à la plus grande valeur
propre 1".. On a ainsi déterminé l'orientation du premier
facteur Yr.

La procédure se continue en utilisant successive-
ment les valeurs propres et directions propres dans
l'ordre décroissant des valeurs propres.

Si l'on détermine également les valeurs propres pcr

de la matrice XtX et les vecteurs propres unitaires vo.
correspondants, on démontre eue :

Ào = f"[o

Xvo = a[uo,
d'où

x -I,f-*""r|
Le taux d'inertie ou part de variance expliquée

t

carres
a;

Pour maximiser E2 par le choix optimal de l'axe GYr,,

on procède de la façon suivante.
On recherche le vecteur unitaire de GY. de compo-

santes tu,,) sur la base orthonormée des {Xi} qui maxi-
mise le produit {ur,} {x,o} {t,o}t {u,,}t.

La matrice {A} = {x,o} {x,o}t est symétrique et définie
positive, donc diagonalisable, avec des valeurs propres
positives. Soit tB) la matrice des coordonnées en
colonnes des vecteurs propres unitaires de {A} dans le
repère des {Xi} et {Â} la matrice de ses valeurs propr€S :

[r, o ol
{B} ={b",} {^} =l oÀo o 

I

Lo o r"l
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permet d'apprécier la qualité de la représentation des
X, par les \.

E
App I ications, généra I ités

Les analyses en composantes principales présentées
dans cet article ont été réalisées au moyen du logiciel
STATGRAPHICS. Le calcul fournit :

- un vecteur contenant les valeurs propres, qui expri-
ment la variance de chaque composante principale ;

- une matrice contenant les vecteurs propres, qui sont
les pondérations à appliquer aux variables pour obtenir
les facteurs ;

- une matrice contenant les corrélations entre les
variables de départ et les facteurs (utile à l'interpréta-
tion des facteurs).

La projection des individus et des caractères est réa-
lisée sur l'espace principal considéré. En général,
comme nous avons pu le vérifier, le plan défini par les
deux premiers axes factoriels comprend un pourcen-
tage important de l'information.

L'interprétation des résultats et de leurs représen-
tations graphiques conduit aux informations suivantes :

- l'origine des axes G est le centre de gravité du nuage:
il représente la tendance moyenne des individus. Les
individus situés loin du centre présentent un écart
important par rapport à cette moyenne et influencent
beaucoup les statistiques ;

- l'inertie d'un axe, représentée par la valeur propre
associée à son vecteur directeur, témoigne de la repré-
sentativité de cet axe par rapport au nuage des points :

plus f inertie du plan est forte, plus la projection du
nuage sur ce plan est réaliste avec un minimum de
perte d'information ;

- les coordonnées des points sur les axes factoriels sont
les coefficients de corrélation des individus qu'ils
représentent avec ces axes . La valeur du produit sca-
laire des vecteurs joignant deux points à l'origine est le
coefficient de corrélation entre les deux variables cor-
respondantes : des vecteurs voisins indiquent des
variables fortement corrélées ;

- la proximité, dans le plan, d'individus et de variables
n'a pas de signification. lJn lien entre ces paramètres
nécessite une interprétation de la signification des fac-
teurs.

E
Analyse de la compressibilité
de I'argile mol le de Cubzac

Lors de l'étude géotechnique des sols du site expé-
rimental des Laboratoires des Ponts et Chaussées à
Cubzac-1es-Ponts, un sondage carotté de 20 cm de dia-
mètre et 9 m de longueur a été entièrement consacré à
l'étude des variations des résultats des essais ædomé-
triques en fonction de la profondeur (Sondag e A44,
Remblai D, Haghgou, 1983) : on dispose ainsi de
168 résultats d'essais ædométriques, à raison de deux
essais au même niveau tous les 6,5 cm de profondeur,
avec des interruptions périodiques dues au carottage
(remaniement des extrémités des carottes).

L'étude générale du site a montré que la coupe des
sols dans la zone du sondage A44 est la suivante :

- de 0 à L,3 m, couche superficielle d'argile molle sur-
consolidée, correspondant aux fluctuations annuelles
de la nappe phréatique ;

- de 1,3 à 2,5 m, vase limono-argileuse moyennement
organique, très compressible et légèrement surconsoli-
dée ;

- de 2,5 à 9 m, vase argilo-limoneuse faiblement orga-
nique, très compressible et légèrement surconsolidée,
plus dense de 2,5 à 5,2 m (w = 65 o/o, 

T = 1.6 kN/m3) que
de 5,2 à 9 m (w = B0 "Â, \ = 14,,8 kN /m3).

Les données géotechniques du site expérimental de
Cubzac-les-Ponts ont été analysées par Baghery et
Magnan (1983) et par Haghgou (1983), en utilisant les
méthodes classiques de la statistique et notamment
l'analyse de régression linéaire. L'étude présentée ici
cherchait à savoir si l'analyse factorielle pouvait appor-
ter des informations complémentaires par rapport à
l'analyse de régression linéaire.

Le travail d'analyse en composantes principales a
été effectué sur un tableau comportant 168 lignes et
13 colonnes :

- colonne 1 : i, numéro de l'éprouvette ;

- colonne 2 : z, profondeur (m) ;

- colonne 3 : w, teneur en eau naturelle ( %) ;

- colonne 4 : y, poids volumique (kN/m3) ;

- colonne 5 : yo, poids volumique du sol sec (kN/m3) ;

- colonne 6 : eo, indice des vides en pla ce ;

- colonne 7 : C ,, indice de gonflement ;

- colonne B : C., indice de compression ;

- colonne 9 : o'p pression de préconsolidation (kPa) ;

- colonne 10 : cv, coefficient de consolidation verticale
mz/s) ;

- colonne 1,1, : k.,, coefficient de perméabilité verticale
(m/s);

- colonne 12
(e-er*Colg
- colonne 13

paramètre de la relation entre e et k.,

paramètre de la relation entre e et k,,.

L'analyse en composantes principales réalisée sur
l'ensemble des données a montré que les deux
premiers axes factoriels représentaient toujours de 70 à
100 % de f information initiale. L'exposé des résultats
sera pour cette raison limité à ces deux axes.

ffi
Analyse au niveau des paramàtres

L'analyse réalisée sur l'ensemble des mesures entre
1,085 m et 9,075 m de profondeur montre un plan fac-
toriel (Fig. 3) dont l'inertie totale est de 72,6 oÂ (59,5 "/"
pour le premier axe, 13,1. % pour le deuxième). Sur ce
plan sont représentés simultanément les points corres-
pondant aux individus et les vecteurs correspondant
aux variables. Quatre groupes de vecteurs rapprochés
les uns des autres peuvent être observés. Ils sont asso-
ciés respectivement aux variables suivantes :

-YetTo,
- w, eo, C., eo et Co,

-c etk.vv'

- z et o'0.
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Le rapprochement des vecteurs ou leur opposition
montrent des relations marquées entre les paramètres,
correspondant à des corrélations positives dans le cas
de deux vecteurs proches I'un de l'autre et à des corré-
lations négatives en cas de vecteurs opposés.

Dans les quatre groupes ainsi définis, on retrouve
des paramètres présentant des relations bien connues,
comme par exemple, pour les vecteurs proches, T et yo,

avec la relation :

T=yo(1 +w)
qui fait intervenir w, dont le vecteur représentatif est
pratiquement opposé à celui de To.

Pour d'autres paramètres, la relation paraît simple-
ment logique : ainsi, l'indice de compression C" maté-
rialise la < capacité du sol à être comprimé r, qiri aug-
mente avec l'indice des vides eo. L'indice des vides
varie comme la teneur en eau, et en sens inverse du
poids volumique...

-4

ï#iiil++iiiifil+ii**iliffili ii*it Plan factoriel
Plot of factors 1

Les informations tirées de l'analyse en compo-
santes principales doivent tenir compte des connais-
sances en mécanique des sols dans la manière de
s'intéresser à certains paramètres. Ainsi, on peut
observer que les variables w et eo sont symétriques
des variables y et To avec une représentativité de l'axe
principal de 92,7 % (Fig. 4).Ces résultats vont dans le
sens des corrélations existant entre ces paramètres
(tableau I).

L'interprétation de la position des vecteurs repré-
sentant les variables dans les plans factoriels permet
donc de mettre en évidence des relations entre les
caractéristiques géotechniques, qui découlent de la for-
mulation des propriétés des sols ou de phénomènes
Iiés à leur formation. Toutefois, pour des types de sols
aussi bien étudiés que les argiles molles, cette analyse
ne fait que retrouver des relations et corrélations bien
connues en mécanique des sols.
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Analyse au niveau des individus

La représentation graphique de I'analyse en com-
posantes principales peut être compl étée par la numé-
rotation des différents individus analysés. On peut ainsi
définir des groupes représentant des individus proches
les uns des autres . La détermination de ces groupes se
fait a à la main r sur le graphique et la question de la
séparation des zones reste généralement marginale
(quelques points des zones de transition peuvent prêter
à ambiguïté) . La figure 5 montre le plan factoriel de
l'ensemble des données. La numérotation des individus
permet de définir quatre groupes d'individus, qui cor-
respondent à des couches superposéeS :

- couche 1 (point 1à7): de 1,085 à 1,255 rrr ;

- couche 2 (points 15 à 25) : de 1,76 à 2,37 rr] ;

- couche 3 (points 33 à 84) : de 2,63 à 5,015 m;

-20
Composante 1

- couche 4 (points 85 à 168) : de 5,28 à 9,075 m.
on note le nombre relativement faible des points

non comptabilisés dans la définition de ces couches :

l'imprécision coruespondante de la délimitation des
couches est de l'ordre de 30 cm.

L'analyse réalisée sur des plans factoriels limités à
certains paramètres conduit à la définition de groupes
d'amplitudes très proches de celles obtenues au niveau
de l'ensemble des données. A titre d'exemple, le plan
factoriel de l'analyse en composantes principales utili-
sant les paramètreS w, eo,T, yo (Fig. 6) montre une répar-
tition des points diftérente de celle obtenue sur la figure
4 mais l'ordre et l'épaisseur des couches qui en résul-
tent sont pratiquement identiques. On note que le plan
factoriel obtenu dans ce cas possède une inertie de 99,4
oÂ, ce qui est dû au fait que, pour un sol saturé, il n'y a
que deux paramètres indépendants parmi les quatre :

en effet, il existe deux relations entre w, eo, ], yo :

T=Yo(1 +w)

e. = T-n
' T*+Yo-Y

La figure 7 montre le plan factori el1-2 obtenu pour une
autre combinaison de variables : z, w, C. et o'^. Cette
fois encore la disposition des points sur ie grdphique
est différente, mais les couches obtenues sont les
mêmes que dans les autres diagrammes.

Comme I'indique le tableau II, la prise en compte
de tout ou partie des paramètres mesurés conduit à
définir quatre couches de sol quasiment identiques à
quelques centimètres près, c'est-à-dire à un ou deux
niveaux de mesure près. Ces couches sont très
proches de celles définies par la coupe géologique du
sondage.

24
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de l'analyse en composantes principales avec les paramètres
2 from factor analysis (soil parameters z,w, C. and o'o).

z, w, C. et o'o

On observe dans le tableau III que la représentati-
vité des deux premiers axes factoriels est d'autant
meilleure que le nombre de variables indépendantes
(non liées par une relation mathématique) est faible.
Les exceptions correspondent à des groupes de para-
mètres fortement corrélés (indice de compression et
indice des vides, par exemple).

On remarque que, si l'analyse en composantes prin-
cipales peut être utilisée pour déterminer les différentes
couches de sol, elle ne permet pas de leur attribuer des

caractéristiques géotechniques. Une étude statistique
au niveau de chaque couche doit donc compléter les
résultats. Cette étude statistique, menée sur l'ensemble
des paramètres de chacune des couches mises en évi-
dence, montre des coefficients de variation des para-
mètres par couche légèrement inférieurs ou en tout cas
du même ordre de grandeur que ceux mesurés sur
l'ensemble des paramètres (une seule couche). A titre
d'exemple, le tableau III donne les valeurs relatives au
poids volumique y du sol.
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:tirtitt;i!*i{ijirtli.#ffiiffi-iifliiitiit' Zones déterminées par différentes
Zones of similar soils (layers) obtained

analyses en composantes principales.
from various factor analvses.

72,1,6 "/" 1,085
à 1,255

1,,76 2,63 5,28
à 2,37 à 5,015 à 9,075

gg,4 0/" 1,085 1,76 2,63 5,40
à 1,255 à 2,435 à 5,34 à 9,075

g3,B "/" 1,085 1,76 2,63 5,28
à 1,385 à 2,435 à 5,015 à 9,075

BO,B YO 1,085 1,7 6 2,50
à 1,385 à 2,435 à 5,015

5,28
à 9,075

82,2 0Â 1,085 1,,7 6 2,50 5,28
à 1,385 à2,435 à 5,015 à 9,075

98,3 "Â 1,085 1,76 2,435 5,40
à 1,385 à 2,37 à 5,34 à 9,075

73,4 0/" 1,085 1,76 2,50 5,28
à 1,385 à 2,435 à 5,015 à 9,075

79,3 0/o 1,085 1,76 2,50 5,34
à 1,255 à 2,37 à 5,28 à 9,075

:t-#iÏiiiirilïiffiffiinf*friil C oefficients de variation du poids
volumique par couche et global.
Coefficients of variation of unit weight for each
layer and for the entire ground.

E
Application
au zonage géotechnique

ffiHff irffiir

lntroduction

Dans le cadre de l'étude géotechnique du site des-
tiné à la construction d'un parking pour avions dans un
aéroport, un grand nombre de sondages au pénétro-
mètre statiqu e a été réalisé dans une zone d'environ
1km de longueur et 0,6 km de largeur (Fig. B).

L'étude géotechnique a montré qu'il existe sur ce
site une vallée fossile remplie de sédiments de faible
résistance (sables et argiles) et dont la profondeur
dépass e 20 m. La position de Ia vallé e a été déduite de
I'analyse manuelle des courbes de variation de la résis-
tance de cône q. en fonction de la profondeur. Les sols
peu résistants ont été définis comme ayant une résis-

1 krn

iiiiniirlill*1i"'t"'*itlrliiffil#+llit Di spo sition de s s ondase s
pénétrométriques sur le site du projet.
Layout of the penetration tests (CPT) at the
construction site.

tance de cône inférieure à 2 MPa. La vallée est repré-
sentée sur la figure 9.

Les formations rencontrées à partir de la surface du
sol sont successivement :

- de la terre végétale ou du remblai sur une épaisseur
de 0,3 à 1,5 mètre ;

de l'argile grise dont l'épaisseur peut atteindre
Z?mètres. On peut rencontrer dans cette formation des
argiles vasardes d'épaisseur variable ;

- de l'argile jaunâtre très consistante à dure, qui consti-
tue le substratum pour le projet étudié.

La couche d'argile grise est absente au dehors de la
vallée et a une épaisseur croissante quand on passe du
bord au centre de la vallée. Des intercalations de sables
et graviers sont rencontrées assez rarement jusqu'à une
profondeur de 16 mètres ; elles sont plus nombreuses
entre 16 et 22 mètres de profondeur. Ces couches ont
une épaisseur et une extension latérale très irrégulières.
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Axe y
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Axe x

:iiiiiiit*i:iilifiiiiiliiiiiilliiiiiilffiislliiil Position de la vallée fossile sur le site
étudié.
Location of the hidden vallev across the site.

La configuration de ce site a paru favorable pour
essayer de délimiter l'étendue de la vallée fossile par
une technique automatique d'analyse de données, en
appliquant les outils de l'analyse factorielle.

A cette fin, comme cela avait été fait dans l'analyse
manuelle, les pénétrogrammes (variations de la résis-
tance de cône e. et du frottement latéral f, er fonction
de la profondeur) ont été simplifiés pour être enregis-
trés dans un tableau informatique. Les quatre-vingt-
douze sondages ont ete enregistrés à raison d'une
valeur moyenne de e. et { tous les 50 cm. La figure 10
montre le pénétrogramme du sondage 25.

Le tableau de données comprend aussi cinq autres
paramètres :

Hé*istanca de cône e* tMPa)
FrotteffiEnt latéral unltaire fu x I0 tfûPa)0 5 10 't s

2A

iifr;iggiiiifiiiiii+;g iiii Pénétrosramme du sondage 25.
Penetrogramme of CPT souding Nr. 25.

- le numéro de l'enregistrement (les valeurs sont enre-
gistrées dans l'ordre des profondeurs croissantes et par
ordre croissant des numéros des sondages) ;

- le numéro du sondage ;

- l'abscisse du point de sondage dans le repère choisi ;

- l'ordonnée du point de sondage ;

- la profondeur de la mesure.

ffi
Étude dans la direction verticale

Chaque sondage a d'abord été analysé séparément.
Dans chacun des plans factoriels ainsi élaborés (où
chaque individu apparaît par sa numérotation crois-
sante avec la profondeur), on observe des zones où ces
individus sont proches les uns des autres : les famrlles
ainsi constituées définissent des couches. lJn exemple
de résultat (sondage 25) est donné sur la figure 11, où
l'on peut observer l'existence de quatre couches.

+1,27

û

-tr,27

-2.54
.'1,27 t +1"27

lnertie du premier ax.e: 84,3a/a

+2,54

li:iii:lii|i:iïii|iii.iiiiiliiiiiiiiiiinu-iirl*iii|iii Biplot factoriel de l'analyse en
composantes principales des données
du sondage 25 (axes d'inertie 7 et 2).
Mesures 672 à 709.
Plot of the first factors of data from CPT
sounding Nr. 25 (inertia axes 1 and 2).
Data 672 to 709.

Trois à sept (quatre à cinq le plus souvent) zones ou
couches ont ainsi été déterminées par sondage. Cha-
cune a fait l'objet d'une analyse statistique avec calcul
de la moyenne, de la variance et du coefficient de varia-
tion des variables q. et fr. On observe une très nette
diminution du coefficient de variation par rapport au
coefficient de variation mesuré sur toute la hauteur du
sondage (tableau IV), ce qui confirme l'homogénéité
des couches ainsi définies. On constate toutefois que ce
phénomène est moins net dans les couches inférieures
des sondages, où des intercalations de bancs de sable
se font sentir.
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ffiQuelquesrésu]tatsstatistiquesobtenussurlescouchesdéduitesdel,analyseencomposantesprincipales'
Some statistical properties of the CPT charactenstcs of each of the laverc obtained from factor analvsis.

30 1 809 à 811 1à2 2,53 0,173 120 100 8,3

2 812 à 823 2,5 àB 1 0,075 27,3 37 300 49,8

3 824 à 841 8,5 à 17 122 0,1 53 31,9 54 700 49,7

4 842 à 846 17 ,5 à 19,5 4,34 7,448 62,9 220 24 800 71,6

Global 809 à 846 1,BB 3,855 104,6 B6 10 800 120,7

65 1 2013 à 2017 0,5 à 2,5 2q 0,755 30 192 6 600 42,4

2 2018 à 2025 3à6,5 0,93 0,054 25 34 100 22

3 2026 à 2032 7 à10 2,5 0,273 20,9 161 800 17,3

4 2033 à 2044 10,5 à 16 2,08 0,68 39,7 102 1 600 39,8

5 2045 à 2052 16,5 à 20 7,35 7,003 36 346 B 000 25,9

Global 2013 à 2052 3,08 6,646 83,B 159 14 300 75,3

ffiffitï
Étude dans un plan horizontal

La technique d'analyse en composantes principales
a eté utilisée pour analyser les résultats des essais péné-
trométriques dans des plans horizontaux choisis à dif-
férentes profondeurs (le fichier de données a eté conçu
de manière à comporter l'altitude de chaque niveau de
mesure). Pour les sondages dont la longueur est infé-
rieure à 20 mètres, les données ont été complétées
jusqu'à cette profondeur par une valeur correspondant
à la dernière valeur mesurée (ce sont des sondages
dans des argiles raides ne posant pas de problèmes
géotechniques).

L'analyse a été réalisée sur la résistance de cône q.
(qui est a priori le paramètre mesuré le plus représen-
tatif pour les sols compressibles) et a consisté à établir
des cartes de courbes isométriques de ce paramètre
suivant la profondeur. L'intérêt de l'analyse en compo-
santes principales est qu'elle permet des représenta-
tions factorielles où l'on peut analyser des ressem-
blances entre individus et les classer. Dans Ie cas
présent, on analyse seulement deux variables q. et { et
toute }a variabilité est représentée dans le plan factoriel
1-2. Le travail se décompose comme suit :

- à une profondeur donnée, traçage du plan factoriel
calculé à l'aide des paramètres mesurés. Décomposi-
tion du plan en dix zones ou classes d'appartenan ce ;

- sortie du même plan factoriel en faisant apparaître
cette fois le numéro de la mesure. Par comparaison
avec la figure précédente, on sait alors à quelle classe
appartient chaque sondage ;

- traçage, sur le plan de situation des sondages, des
courbes correspondant aux limites de classes. Ce tra-
çage s'effectue < à la main ) avec interpolation entre les
points du graphe. Des formes de couches insolites ont
parfois été trouvées par cette démarche (liées à l'impré-
cision du système, d'une part, et à la présence de

niveaux de sables et graviers, d'autre part), mais, glo-
balement, les indéterminations ont été très réduites et
Ies cartes ainsi obtenues prêtent peu à discussions.

On dispose ainsi d'une carte pour chacune des pro-
fondeurs prises en compte, soit tous les 2,5 mètres. Les
figures 12 et 13 montrent les courbes isométriques
obtenues aux profondeurs de 10 et 20 mètres (la pro-
fondeur est donnée par rapport à l'altitude de réfé-
rence, qui est celle de l'extrémité supérieure du son-
dage Ie plus élevé) . L'analyse des courbes permet de
préciser la situation et la forme de la vallée fossile ; elle
donne une information sur la forme du fond de celle-ci
(forme se rapprochant du V plutôt que du U).

La figure 1,4 compare la géométrie de la vallée à
20 m de profondeur (zone de résistances de cône q.
inférieures à 2 MPa) dans l'analyse qui vient d'être pré-
sentée et dans l'analyse manuelle effectuée ]ors de
l'étude du site. On observe que la concordance est

iiiiifi+$ii;ifir*1xili;ilfiffifiëifii Courbes isométriques de résistance
de cône g. à la profondeur de 10 m.
Lines of equal cone resistance q" at 10 m depth.
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Valeurs dÊ q., iMFa)

iiiiiililii,;,lirtitLi*liÏifi 1tffi ffi Courbesisométriquesderésistance
de cône à la profondeur de 20 m.
Lines of equal cone resistance q. at 20 m depth.

Ë{ffiifiiiiiiffi *iii Comparaison des formes de la vallée
à 20 m de profondeur.
Comparison of the shapes of the valley at 20 m
depth.

assez bonne. La principale différence est située au
centre de la figure où la vallée est tra cée de part et
d'autre de deux sondages dans les deux analyses, ce
qui est possible si l'on limite l'analyse à ce seul niveau.

La figure 1,5 compare les vallées à la profondeur de
10 m. Cette fois encore on retrouve une allure compa-

Ë+1,f,ffifig#É14*lÈi fifif Comparaison des formes de la vallée
à 10 m de profondeur.
Comparison of the shapes of the valley at 10 m
depth.

rable des zones de résistance de cône faibles (q. <
ZMPa), avec des divergences d'appréciation sur
quelques sondages.

Ces différences proviennent principalement des
choix faits dans l'analyse manuelle globale, où la
contrainte d'un rétrécissement progressif de la vallée
en profondeur a conduit à éliminer des valeurs locale-
ment plus fortes des e., afin d'obtenir un résultat
logique. Les analyses par niveau, quand elles ne sont
pas corrigées par une analyse a tridimensionnelle >

tenant compte des règles de la géomorphologie, peu-
vent en effet donner des résultats incohérents, comme
on le voit dans ce cas sur la figure L6.

Moins de 7,Sm

1 *nt

17,5rn

FIus de ZCIrn

20m 2ûrn

17,5rn
2ûm

17,5m

Axe x

iiijÊ;y,H,t 
iï:t"fi,i: fffiffi Comparaison des résultats des analyses

par plans horizontaux.
Comparison of the results of the analyses made
on horizontai planes.

E
Conclusion

Les deux applications de l'analyse factorielle (ana-
lyse en composantes principales) présentées dans cet
article ont montré que cette technique d'analyse de
données peut être appliquée avec succès à des données
géotechniques. Pour l'étude des propriétés déduites
d'une série importante d'essais ædométriques réalisés
dans le même sondage,les relations connues pour le
comportement des argiles ont été retrouvées, mais sans
qu'apparaissent des idées de relations nouvelles. Pour
la recherche d'une ancienne vallée remblayée de sédi-
ments plus compressibles dans une zone de sols plus
raides, la démarche de l'analyse factorielle a permis de
donner un caractère plus systématique à la recherche
des frontières de cette vallée, mais elle doit être contrô-
lée pour assurer la cohérence du modèle du site et
compl étée pour déterminer les propriétés représenta-
tives des différents sols identifiés. Le bilan de ces
études exploratoires est donc satisfaisant pour Ia mise
en æuwe et le bon fonctionnement du système d'ana-
lyse, qui utilise un logiciel spécialisé accessible à tous
les utilisateurs. Mais les conclusions tirées des résultats
bruts de l'analyse factorielle doivent être soigneuse-
ment pesées et confrontées aux connaissances dispo-
nibles pour éviter des interprétations erronées.

15
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Etude et prise en compte
de la variabilité spatiale

Après un bref rappel de la nature et de l'origine de la
variabilité des caractéristiques géotechniques des sols et
des massifs rocheux, le choix d'un modèle est proposé. La
variabilité est représentée par l'évolution spatiale de la
moyenne et par la dispersion autour de cette moyenne.
Cette dispersion manifeste généralement une structure
plus ou moins régrulière en liaison avec la périodicité des
phénomènes géologiques ou anthropiques, caractérisée
par l'auto-corrélation.
Les effets de cette variabilité et de sa structure d'auto-
comélation peuvent être analysés par des méthodes de
calcul probabiliste adaptées, autorisant l'utilisation de
grands nombres de variables aléatoires.
Quelques exemples d'application illustrent les
propositions formulées.

Mots-clés : sols, variabilité spatiale, auto-corrélation,
techniques de perturbation.

Investigation and allowance
for the spatial variability

After a short recall about the nature and the origin of the
variability of the geotechnical characteristics in soils and rock
masses, a model is suggested. The variability is modelled by the
spatial trend and by the scattering around that mean value.
Generally the dispersion exhibits a more or less regular
structure, related to the periodicity of the geological
phenomena, characterised by the autocorrelation.
The effects of that variability and of its autocorrelation structure
can be analysed by suited probabilistic computational methods,
allowing to use large numbers of random variables.
Some case studies are proposed as examples.

Kcy words : soils, spatial variability, autocorrelation, perturbation
techniques.
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Introduction
Le présent exposé veut s'adresser à des praticiens,

et non à des mathématiciens. Dans un souci de clarté,
de nombreuses simplifications parfois assez radicales
ont été apportées aux hypothèses et aux développe-
ments mathématiques.

Les quelques notions de base servant à modéliser la
variabilité spatiale des paramètres géotechniques des
sols et des massifs rocheux sont brièvement rappelées
ci-dessous.

Ainsi, notre approche de la variabilité spatiale sup-
posera d'abord que les valeurs mesurées ne reflètent
que la seule variabilité naturelle des propriétés du
matériau, en négligeant les autres sources de disper-
sion, en particulier les erreurs de mesure.

Ensuite, notre échelle d'observation de la variabilité
correspondra à celle qui concerne le constructeur. Elle
sera comprise entre, d'une part, les dimensions de la
couche de terrain consid érée comme rc homogène en
grand l et, d'autre part, la dimension du volume
d'échantillonnage de la grandeur mesurée. Les dimen-
sions de ce volume d'échantillonnage peuvent aller de
quelques centimètres pour des mesures en laboratoire,
à plusieurs décimètres, voire plusieurs mètres, pour les
techniques d'investigation rn situ (pressiomètre, péné-
tromètre).

La modélisation utilisée repose sur un choix arbi-
traire, à savoir celui des champs aléatoires limités aux
moments statistiques d'ordre deux. En termes simples,
les fluctuations des paramètres dans l'espace (et éven-
tuellement dans le temps) seront décrites par leurs
moyennes, leurs variances et leur auto-corrélation.

Ce choix délibéré de la notion d'auto-corrélation
permet de décrire par des modèles d'une écriture
simple, comportant très peu de paramètres, divers types
de grandeurs géotechniques mesurées sur terrain. Il
permet également, en profitant de certaines propriétés
mathématiques de la notion de corrélation, de proposer
des techniques de simulation simples et efficaces.

E
Les champs aléatoi res

Il existe d'autres possibilités de modélisation,
comme l'approche de Matheron (1965) basée sur le
concept de fonctions aléatoires, qui se concrétise par la
représentation du variogramme, mais elles ne seront
pas développées ici. On utilisera exclusivement les
champs aléatoires homogènes en se limitant à f infor-
mation statistique de second ordre, selon Vanmarcke
et al. (1986).

Les grandeurs mesurées, par exemple la valeur
prise par un paramètre géotechnique caractérisant le
comportement d'une couche de sol, sont alors repré-
sentées pâr :

- une fonction décrivant l'évolution, sur le domaine
considéré, des moyennes et variances locales, c'est-à-
dire estimées sur un petit sous-domaine ;

- une fonction d'auto-corrélation, à une ou plusieurs
dimensions.

La figure 1 présente l'exemple d'un paramètre géo-
technique mesuré en fonction de la profondeur. La pre-

mière composante du modèle va prendre en compte
l'évolution moyenne avec la profondeur, ou dérive, qui
peut être ici assimilée à une droite.

En soustrayant cette dérive, il est alors possible de
ramener les valeurs mesurées à un champ aléatoire sta-
tionnaire, c'est-à-dire un ensemble de valeurs aléatoires
dont la moyenne et la variance locales sont des
constantes.

On obtient ainsi une nouvelle variable dite station-
naire, dont Ia moyenne est constante sur le domaine et
souvent choisie égal e à zéro. Cette variable sera ensuite
caractérisée par sa variance, mesurant l'importance de
la dispersion autour de la moyenne, et par Ia structure
spatiale (ou éventuellement spatio-temporelle) de cette
variance, décrite par l'auto-corrélation.

Val.e urs s tç.tirsnno f res Vul.eurs reelles et évolulion de lu ntrtvrnru.t

iffi#*ii1filfitÏi*rtffiri*iiii Exemple de stationarisation de mesures
géotechniques.
Example of stationarisation of geotechnical
data.
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La fonction d'auto-c olrélation

ffi

La fonction d'auto-corrélation permet de décrire la
structure de la dispersion qui subsiste après l'élimina-
tion de la dérive. On peut notamment observer des
oscillations plus ou moins régulières liées à la périodi-
cité des processus géologiques, combinées à des varia-
tions plus erratiques.

En se référant à Ia figure 1., on désignera par w(z) Ia
variable rendue stationnaire, fonction de la profon-
deur Z. Sa dispersion résiduelle est mesurée par ozW,
la variance, supposée constante.

Sur le diagramme, on peut constater que deux
mesures réalisées à des profondeurs voisines ont ten-
dance à présenter de valeurs proches, tantôt infé-
rieures, tantôt supérieures à la moyenne. Par contre,
des mesures plus éloignées évoluent de manière plus
indépendante. Ceci peut se traduire par la notion
d'auto-corrélation, qui exprime la corrélation entre les
valeurs W(Z) observées et ces mêmes valeurs W(Z)
décalées d'une distance notée (.

La valeur de l'auto-corrélation est obtenue par une
formule statistique similaire à celle utilisée pour esti-



mer la corrélation entre deux
Elle a la forme d'un coefficient

grandeurs différentes.
de corrélation :

1.0

Si l'on fait varier la valeur du décalage q, on obtient
différentes valeurs de la corrélation qui forment Ie dia-
gramme expérimental d'auto-corrélation, ou auto-cor-
rélogramme, tel celui représenté sur la figure 2. Par
définition, on a toujours p(0) - 1.

0.8

0.0

-0.2 -
02468

Vertical distance (m)

iiïiïiiiiiii:iiiiiiiiiiiiiliiiiii,,;,itliiii,i.çïwi:ixtt,t:,1:,1' Auto-corrélogramme vertical (1D) moyen
de 20 essais CPT.
Mean verticai autocorrelogram (1D) of 20 CPT
tests.

0.8

-0.2
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Distance (m)

,ïriiliiiiiiii:iirlliiiiiiiiïiiiiiii1i Æi 1irii1r Auto - c orrélo sramme i s otrop e 3 D d e
797 modules pressiométriques.
Isotropic 3D autocorrelogram of
191 pressuremeter moduli.

ffi
Critique des modèles classiques

La plupart des modèles proposés dans la littérature
pour représenter ces fonctions d'auto-corrélation
expérimentales se contentent de représenter la
décroissance au voisinage de l'origine. La fonction p(q)
passe ainsi de l'unité à zéro de manière monotone, puis
reste nulle (Fig. 5). Les oscillations, tou:ours présentes
de manière significative dans les auto-corrélogrammes
expérimentaux, n'apparaissent pas dans ces modèles
classiques.

Or, on peut montrer que ces oscillations sont une
conséquence directe du caractère stratifié,lité, à motifs
répétitifs, des formations naturelles, et qu'elles en
constituent donc une composante essentielle. Un milieu

( a) linéaire (b) exponentiel

iïiiiiti ii*iiiifiîiiifiiiifi:*tËËi#jiiiii Deux modèles classiques d'auto-
corrélation.
Two classical autocorrelation models.
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iïiiiiiffiiïi1;iiliiilli11111;1i1fffiti riîii Auto-corrélation des données de la
figure 1.
Autocorrelation of the data from figure 1.

ffi
Constatations experimenta les

Deux exemples d'auto-corrélogrammes, correspon-
dant à des mesures réelles, vont illustrer certaines
caractéristiques générales observées dans les sols et les
massifs rocheux naturels.

À l'occasion d'un programme de recherche sur Ie
comportement des pieux, De Beer ef aL. (1977) ont réa-
lisé un grand nombre d'essais géotechniques sur un
site comportant une épaisse couche d'argile assez
homogène. La figure 3 est l'auto-corrélogrammme
moyen des 20 essais de pénétration au cône réalisés à
faible distance l'un de l'autre dans cette couche homo-
gène, obtenu par Maertens (1990).

À l'occasion de l'étude d'une fondation de grand
pont en arc dans un massif rocheux très perturbé, Bolle
(1988, 1994) et Bolle et aL. (1989) ont analysé la variabilité
des 191 valeurs du module pressiométrique mesurées
dans une série de forages verticaux et inclinés réalisés à
l'emplacement d'une culée. Devant l'impossibilité de
dégager une représentation stratigraphique cohérente,
le massif rocheux a été assimilé à un corps isotrope très
hétérogène, et son auto-corrélation, représentée sur la
figure 4, a été étudiée sur le volume en utilisant une
notion isotrope de la distance (.

En se basant sur ces deux exemples, on peut carac-
tériser l'allure habituellement observée pour l'auto-cor-
rélation de propriétés géotechniques, à savoir : une
décroissance monotone à partir de l'origine, suivie par
des oscillations plus ou moins régulières autour de
zéro.

.E o.G
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o
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o
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stratifié présente nécessairement ce comportement
oscillant au-delà de la partie décroissante initiale.

Imaginons une couche de sol idéalisée formée d'une
alternance régulière de deux matériaux similaires, mais
de caractéristiques moyennes légèrement différentes
(Fig. 6). On ajoute ensuite de la dispersion à ce modèle
idéal (irrégularités dans l'alternance des sous-couches,
variations erratiques et erreurs de mesure), de manière
à se rapprocher d'une situation naturelle plausible.
Dans une approche d'ingénieur, un tel sol sera généra-
lement considéré comme une seule couche homogène
( en grand >.

R\.*ï
I Materiau I i

j;iii:iiiiiiiiiiiiiiiiiiii::iiiiiiiiii111,11;;1,*Hfi+ifi iiiiiiiii

E
Le spectre de puissance

ffi
Dëfinition

Par une transformation du problème, familière en
électricité et en traitement du signal, on va faire appa-
raître de manière explicite les divers paramètres géo-
métriques et leur importance relative.

Vanmarcke et aI. (1986) rappellent que la fonction
d'auto-corrélation p(Ç peut être exprimée de manière
équivalente sous la forme d'un spectre de puissance
s(r), à l'aide de la paire de transformations de Wiener-
Khintchine :

p(E) = .dr <+ r(") -

On peut montrer (Bolle, 1990) que l'auto-corrélation
d'un tel milieu ne dépend pas de la dispersion des
caractéristiques, mais qu'elle est fonction uniquement
de }a géométrie de ce massif zoné. Les auto-coruélo-
grammes obtenus se rapprochent des courbes expéri-
mentales habituellement observées (Fig. 7), avec
notamment de larges oscillations assez régulières
autour de zéro.

La modélisation de l'auto-corrélation ne peut donc
pas, comme les modèles classiques évoqués plus haut,
ignorer cet aspect. Le nombre de paramètres interve-
nant dans la définition de telles fonctions devra toute-
fois rester très limité, car la quantité d'information réel-
lement significative à ce niveau de l'analyse est souvent
très réduite.

On vient de voir que les paramètres de l'auto-cor-
rélation sont de nature géométrique. En consé -
quence, outre les longueurs qui caractérisent les
alternances internes, une autre longueur devrait de
toute évidence jouer un rôle important,, à savoir la
dimension du volume d'échantillonnage de la gran-
deur mesurée.

(a) Variation de la propriété avec la profondeur

ïiiii'rïfimi:iiiiiiiiiiiiiiiiiiiliiilii#..l 
'i,#iiiii|i 

Auto-corrélation d'un massif strarifié idéalisé.
Autocorrelation of an idealised stratified soil mass.

dE Q)

dans lesquelles la variable r a la dimension de l'inverse
d'une longueur.

Ces fonctions sont paires en r et €, et la fonction de
densité spectrale peut être définie de manière plus
simple par g(r)
alors à une paire de transformées de Fourier en cosi-
nus, avec les deux variables r et E positives :

Les modèles classiques simples déjà illustrés plus haut,
dans lesquels p(€) reste positif, sont définis par un seul
paramètre. La figure B présente côte à côte les auto-comé-
logrammes et les spectres de puissance correspondants.

On remarque que, pour chacun de ces exemples, le
spectre de puissance présente un maximum en K - 0,
suivi d'une décroissance. Compte tenu de la significa-
tion de la variable r, inverse d'une longueur, ce maxi-
mum correspondrait ainsi à un phénomène de lon-
gueur (ou de portée) infinie , ce qui n'est guère
compatible avec la réalité physique d'une couche de sol
ou de roche, nécessairement de dimensions limitées.

Modèle
Idealised

idéalisé de massif stratifié.
model of a stratified soil mass.

*Ï'(*) 
e'*6

1/\
I sf r l.e'*ÇJ \/

o(E) =i r(") cos (,. E) oK €à n(") =,*lr(E) cos (,. E) oE (3)

( b ) Auto - c o rrélo g ramme
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Décroissance linéaire

D é c ro is s anc e exp onentie lle

ffiffiFonctionsd,auto-corrélation(àgauche),etleurspectredepuissance(àdroite).
Autocorrelation functions (left) and their power spectra (right).

I

ffi
Modèles d'auto-corrélation avec oscillations

Un des rares modèles de ce typ e a été proposé par
Baker etZeiToun (1,987), en utilisant le Principe d'entro-
pie (de l'information) maximum. Ils ont appliqué sim-
plement un filtre ( passe bas > à un bruit blanc gaus-
sien. En d'autres termes, ils ont supposé que les
variations des propriétés du milieu étaient purement
erratiques, en limitant leur portée à une longueur mini-
mum que l'on pourrait mettre en relation avec la
dimension du volume d'échantillonnage de Ia grandeur
mesurée.

Ce modèle extrêmement simple, à un seul para-
mètre, donne un résultat assez proche des auto-corré-

logrammes expérimentaux, avec des incursions de p
dans la partie négative (Fig. 9).

L'auto-corrélogramme du massif stratifié idéalisé
présenté sur la figure 7 peut aussi être transformé en
spectre de puissance (Fig. 10).

On remarque ici que le maximum du spectre de
puissance ne se présente plus à l'origine, mais en une
valeur de r qui correspond à la principale longueur
d'onde des oscillations de p, c'est-à-dire au ( pas > des
sous-couches du massif. On peut encore noter que, en
toute rigueur, le spectre de puissance devrait rester
strictement non-négatif, mais les petites excursions
dans la partie négative résultent des approximations
numériques lors des transformations.

ffiFonctiond,auto-corrélation(àgauche)d,unbruitblancgaussienfiltré(àdroite).
Autocorrelation function (left) of a filtered gaussian white noise (right)

Il\
[---

if#itri*iiii+ÏirTif*f ii: Auto-corrélation d'un
Autocorreiation function

massif stratifÏé (à gauche) et spectre comespondant (à droite).
of a stratified soil mass (left) and associated spectrum (right).
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E
Construction d'un modèle
d'auto-c orrëlation

ffi
Proposition pour un modàle
d'auto-corrélation

À l'exception du modèle de Baker et Zertoun (1 987),
les modèles à un seul paramètre semblent peu aptes à
décrire correctement la structure d'auto-corrélation des
propriétés observées dans les sols et les massifs
rocheux. Un second paramètre dewa donc être intro-
duit.

La construction est réalisée en choisissant un
spectre de puissance, puis en le transformant en fonc-
tion d'auto- corrélation.

Plusieurs modèles pourraient correspondre aux
principes évoqués plus haut. A titre d'exemple, on peut
choisir un spectre de puissance en forme d'exponen-
tielle décroissante caractérisée par un paramètre ?v,

bornée à gauche par une longueur d'onde L :

vr > 2'n e)
L

Ce spectre correspond à une fonction d'auto-corré-
lation avec oscillations :

/,\ 1 ( 2.n.t <,^ . 2.æ.E)pt,ç/ 
(*)r lcosï -ç ^ 

s,n , ) (5)

Cette fonction d'auto-corrélation et le spectre cor-
respondant sont représentés côte à côte sur la figure1l.

ffi
Ajustement sur des données expérimentales

Les paramètres I et l" peuvent être obtenus par
ajustement sur les auto-corrélogrammes expérimen-
taux p(6), en utilisant la méthode des moindres carrés.
Dans les exemples qui suivent, les points p(Ei) sont pon-
dérés par le nombre Ài'de paires de données expéri-
mentales, comme défini par }a relation (1).

n(") = s expl ;)

La figure 12 montre les résultats de l'ajustement sur
les deux exemples de résultats expérimentaux déjà pré-
sentés sur les figures 3 et 4. On peut y remarquer un
certain nombre de caractéristiques qui ne sont pas de
simples coincidences.

Pour les essais au pénétromètre, le paramètre L peut
être mis en relation avec une alternance assez régulière
d'autres propriétés, d'un pas d'environ 1,50 m, qui avait
été clairement identifiée par des analyses stratigra-
phiques. Dans les deux exemples, Ie second paramètre
pourrait correspondre à une dimension caractéristique
du volume d'échantillonnage.

Enfin, pour le cas des modules pressiométriques du
massif rocheux, le paramètre L - 25,6 m correspond à

un phénomène principal, de grande longueur d'onde.
On pourrait aisément y superposer un second phéno-
mène de plus courte longueur d'onde (4 à 5 mètres).

Ce travail de développement d'un modèle reste à

améliorer, mais on peut déjà constater sur ces deux
exemples une concordance très satisfaisante avec les
observations expérimentales. La forme du spectre
pourrait être remplacée par une courbe plus douce,
mais toujours caractérisée par deux paramètres équi-
valents : (1) une valeur centrale, ou un pic, et (2) une
dispersion autour de ce pic, ce qui conduirait encore à
des auto-corrélogrammes avec oscillations amorties.

Application à deux dimensions

La notion d'auto-corrélation peut être définie,
comme dans l'équation (1), pour une distance q mesu-
rée selon une seule direction (1D), généralement la pro-
fondeur, pour une direction quelconque (isotrope), ou
pour 2, voire 3 directions (2D et 3D).

Dans la pratique, le nombre de mesures disponibles
limite souvent les approches à 2 ou 3 dimensions. Dans
ce cas, pour obtenir un nombre significatif de paires de
points de mesure pour une direction donnée, on est
amené à relâcher un peu les conditions, par exemple
en remplaçant les points de mesure par un volume de
mesure centré sur le point.

Les résultats correspondant à 191 modules pressio-
métriques mesurés dans un massif rocheux très hété-
rogène ont déjà été présentés sur la figure 4 sous la
forme d'un auto-corrélogramme isotrope. Les mêmes
données ont aussi été analysées en 2 dimensions dans
le plan horizontal. Chaque auto-corrélogramme expéri-
mental, correspondant à une direction donnée, a été
ajusté sur le modèle en exponentielle tronquée, don-
nant ainsi une paire de valeurs L et 1/?," pour chaque
direction. Ces deux paramètres sont reportés, en coor-

WFonctiond,auto-corrélation(àgauche)obtenueparlatransformationd,unspectreenexponentielle
tronquée (à droite).
Autocorrelation function (left) obtained from the truncated exponential spectrum (right)
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ffiExemplesd,ajustementsurdesauto.corrélogranrmesexpérimentaux.
Examples of fitting to experimental autocorrelograms.

(b) Modules press izmétriqtte s
L = 25,(t m et I/A = *{),84 m.

données polaires, sur }a figure 13, manifestant claire-
ment une allure elliptique.

Une ellipse a ensuite pu être ajustée sur ces points,
caractérisée par trois paramètres : la longueur des deux
axes et un angle cr donnant la direction du grand axe
par rapport au nord :

-1

E
Conclusions relatives à l'ëtude
de la variabilité, spatiale

Les modèles classiques d'auto-corrélation, appli-
qués aux propriétés des sols et des massifs rocheux, ne
s'adressent qu'à la première partie de la courbe, cor-
respondant à la < persistance ) ou la < portée > des pro-
priétés. Mais les auto-corrélogrammes expérimentaux
habituellement observés comportent toujours, après la
décroissance monotone proche de l'origine, des oscil-
lations plus ou moins régulières autour de zéro, qui
résultent du caractère périodique lié à l'alternance des
propriétés.

Le modèle proposé s'ajuste de manière assez satis-
faisante aux données expérimentales. Ce modèle, qui
pourrait encore subir diverses améliorations, utilise seu-
lement deux paramètres 

' 
(1) une longueur d'onde prin-

cipale et (2) une < distance d'amortissement )), ces para-
mètres ayant tous deux la dimension d'une longueur.

-3036
(b) Paramètre I/7 (m)

l/)", =-5,8, l/1r--2,3, A- 12"

(6)

(i,, r cos (t * "))'
* (^, r cos (t * "))' - 

t (T)

Les orientations des axes principaux des deux
courbes coïncident pratiquement, de même que l'allon-
gement relatif des ellipses (rapport de grand axe au
petit axe). De toute évidence, ces a directions princi-
pales )) traduisent une certaine structure interne,
cachée, du massif rocheux considéré, inaccessible à
une analyse classique, mais apparaissant clairement au
travers de la procédure proposée.

-10 0 10 20

(a) Paramètre L (m)

Lt = 17,4, L2 = 5,8, A - -87"
Paramètres des auto-corrélogrammes 2D : valeurs expérimentales et ellipses ajustées.
Parameters of 2D autocorrelograms : experimental data and fitteci ellinses
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Les analyses peuvent être menees à une seule
dimension : la verticale pour les couches sédimentaires
ou une direction quelconque (isotrope), pour les mas-
sifs rocheux à structure complexe indéterminée. Elles
peuvent aussi, lorsque le volume d'information dispo-
nible est suffisant, être menées à deux ou à trois dimen-
sions, permettant ainsi de mettre en évidence l'aniso-
tropie de la structure d'auto-corrélation. Les
paramètres peuvent alors apparaître sous Ïa forme
d'ellipses ou d'ellipsoïdes de paramètres principaux,
avec une signification proche des notions de
contraintes ou déformations principales connues en
théorie de l'élasticité.

-

Prise encompte
de la variabi lité, spatia le
dans les applications

ffi -EHittrTl

Position du problème

Dans une couche de sol fou un massif rocheux)
homogène ( en grand ), une propri été géotechnique
mesurée en différents points poura être assimilée à un
champ aléatoire, et représentée par les composantes
suivantes :

- la dérive qui est une fonction décrivant l'évolution,
sur le domaine considéré, des moyennes et variances
locales, c'est-à-dire estimées sur un petit sous-
domaihe; cette fonction comportera éventuellement
une transformation de la variable de base ; elle prendra
une forme simple adaptée à chaque cas particulier
(linéaire, quadratique ou autre) ;

- après déduction de cette fonction, les données expé-
rimentales forment un champ aléatoire homogène
fiusqu'au second moment statistique), ou stationnaire :

la moyenne est souvent choisie égale à zéro au cours
de l'étape (1), et la variance, rendue constante sur le
domaine, reste le paramètre unique ;

- la structure de la variabilité spatiale résiduelle est
représentée par la fonction d'auto-corrélation, à une ou
plusieurs dimensions, qui peut être décrite par un ou
deux paramètres ; le caractère oscillant de cette fonc-
tion constitue une caractéristique fondamentale obser-
vée sur les matériaux naturels.

La prise en compte d'une telle propriéte géotech-
nique dans une application requiert la simulation de
la valeur prise en tout point par cette proprieté. Mais,
les données expérimentales disponibles sont toujours
trop peu nombreuses, et il faut donc ( reconstruire )
ces valeurs sur le domaine. Des techniques optimi-
sées d'interpolation existent, comme le krigeage
(Krige , 1,962). Ces techniques peuvent fournir en tout
point une estimation de la grandeur, sous la forme
d'une valeur probable et de l'incertitude qui y est
attachée.

La simulation par la méthode des champs aléatoires
permet de conserver Ie caractère incertain, aléatoire,
des valeurs possibles de Ia grandeur en tout point du
domaine étudié. Ces valeurs sont reconstruites comme
la somme de deux composantes distinctes :

- une fonction déterministe décrivant la variation, sur le
domaine considéré, de Ia moyenne (et éventuellement
de la variance) ;

- une variation aléatoire de la propriété autour de cette
moyenne, présentant une certaine amplitude, la
variance, et une structure d'auto-corrélation données.

Cette seconde composante, de nature aléatoire,
incertaine, sera introduite dans les applications et elle
produira en finale une incertitude sur les résultats obte-
nus.

Il faut souligner que la simulation de la variabilité
spatiale, comme proposée ci-dessus,, entraîne systéma-
tiquement l'utilisation d'un grand nombre de variables
aléatoires, qui sont simplement les valeurs, affectées
d'incertitude,, de la grandeur consid érée en tous les
points (ou volumes élémentaires) choisis pour repré-
senter le domaine.

ffi
Techniques de simulation existantes

Plusieurs méthodes stochastiques, c'est-à-dire utili-
sant le hasard, ont été proposées pour simuler ces
variations spatiales, par exemple pour fournir les don-
nées à introduire dans des calculs par éléments finis.
Par exemple, Zeldin et Spanos (1995) améliorent les
approches spectrales ou ARMA par le développement
des ondelettes (wavelets).

La simulation pure du hasard,, connue sous le nom
de méthode de Monte-Carlo, reste la méthode de réfé-
rence, mais le volume de calcul nécessaire pour réelle-
ment converger vers la solution peut atteindre une
taille astronomique.

Des méthodes semi-analytiques, de premier ou de
second ordre, ont aussi été développées, comme les
éléments finis stochastiques (Cambou, 1975, Van-
marcke et aI., 1986), en se basant sur des développe-
ments en séries de Taylor. Mais ces méthodes présen-
tent diverses limitations et elles nécessitent la
recherche (souvent réalisée par voie numérique) des
dérivées partielles par rapport à chaque variable aléa-
toire.

Enfin, plusieurs méthodes d'estimation ponctuelle
ont été proposées,, inspirées de la technique imaginée
par Rosenblueth (1975), mais elles sont très rapidement
limitées (Boll e, 19BB).

ffi
Technique de simulation propo sée

Pour faire face aux difficultés et aux limitations inhé-
rentes à ces méthodes de simulation, une technique de
calcul originale a été mise au point (Bolle, 1988, 1994)
pour simuler divers processus stochastiques avec de
grands nombres de variables aléatoires. Cette méthode
est plus performante que la simulation de Monte-Carlo,
car le nombre de calculs nécessaires est très fortement
réduit. Elle ne peut toutefois s'appliquer, eh toute
rigueur, qu'à des fonctions < gentiment > continues.

La méthode proposée utilise uniquement, de
manière interne, des variables aléatoires non corrélées
à distribution gaussienne. Dès lors, la modélisation des
variables spatiales devra subir une transformation per-
mettant de l'exprimer sous Ia forme d'un ensemble de
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variables aléatoires indépendantes (au sens de non cor-
rélées) à distribution symétrique. Cette seconde condi-
tion est en général automatiquement respectée si I'ana-
lyse de la variabilité spatiale est limitée aux moments
statistiques de second ordre.

E
Méthode de calcu I probabiliste
proposee

L'idée de base consiste à rechercher des estimateurs
des premiers moments statistiques de la fonction étu-
diée, comme dans les méthodes basées sur le dévelop-
pement en séries de Taylor. Ces moments statistiques
sont estimés par l'addition des effets dispersants, des
incertitudes, attribuables à la variabilité de chaque
variable aléatoire indépendante.

Plus précisément, les premiers moments statistiques
de la distribution sont estimés en ajoutant à un terme
central la somme des termes perturbateurs liés à
chaque variable aléatoire indépendante. Le terme cen-
tral représente la valeur non aléatoire de la fonction,
c'est-à-dire la valeur obtenue lorsque toutes les
variables sont considérées comme déterministes, ou de
variance nulle.

Le calcul des perturbations, définies comme les
effets générés par Ia dispersion de chaque variable, uti-
Iise une variante optimisée de la méthode des estima-
tions ponctuelles de Rosenblueth (1975), avec un
schéma de discrétisation plus élaboré, comportant trois
points au lieu de deux. IJne distribution continue est
ainsi remplacée par une distribution discrète en res-
pectant jusqu'au moment statistique de quatrième
ordre inclus.

ffiFffi* "*=

Transformation du champ aléatoire
en variables indépendantes

En vue de la résolution d'un problème concret, les
propriétés géotechniques connues sous la forme d'un
champ aléatoire doivent être exprimées en une série de
points (ou de volumes élémentaires) de l'espace. Un
exemple habituel est un calcul par éléments finis, qui
demande de connaître les propriétés des matériaux en
chaque élément, voire en chaque næud.

On désignera par X - {x., Xz...x*} les valeurs de ces
propriétés. Elles sont caractérisées par les moments
statistiques d'ordre 1 et 2 de leur distribution couplée,
soit :

- la moyenne des distributions M - { V, x, } ;

- les écarts types des distributi donnés par la

matrice diagonale S -

- Ia matrice de corrélation R(X), qui comporte une dia-
gonale unitaire et des termes symétriques exprimant
l'auto-corrélation spatiale de la grandeur consid érée ;

ces termes sont obtenus en calculant, avec le modèle
proposé, la valeur de p(€) pour chaque couple de points
de l'espace.

Des variables réduites normées et centrées formant
un vecteur T, parallèle à X, de moyenne nulle et de
variance unitaire, sont définies par la transforrnation
linéaire réversible :

X - M + S.T<+T- S-t.(X-M) (B)

avec 5-r -

La matrice de corrélation de R(T) : R(X) peut être
transformée par une opération de diagonalisation,
selon Rosenblatt (1,952), en les éléments suivants :

- une matrice diagonale formée des valeurs propres de
R(T) _ R(X), que l'on peut regrouper sous la forme
d'un vecteur L = Diag{À,Lr... },*} ;

- la matrice (normée) A des vecteurs propres corres-
pondant à ces valeurs propres.

On peut alors définir de nouvelles variables aléa-
toires notées L[ = {u, ur... u*} donnéeS pâr :

u _ A.T = A.S_1 (X _ M) (g)

On peut montrer que ces nouvelles variables aléa-
toires sont indépendantes, de moyenne nu}le, avec

t - t0 0 0), et de variances 62 - | - {}\1 }"2... [*].

La transformation de X, vecteur des variables
réelles exprimées en unités physiques, en variables non
corrélées U, de moyenne nulle et de variances L, est
réversible :

U - A.S-t.(X-M)<+X - M + S.Ar.I-J (10)

en remarquant que, par suite des propriétés de A,
onaA-1= Ar.

On peut résumer ces transformations, en langage
plus concret, en une mise à l'échelle des grandeurs
physiques, puis en une rotation (dans un espace à N
dimensions) en tout point assimilable à la recherche
des contraintes principales dans un corps élastique.

Bien entendu, il est possible d'inclure dans cette
transformation toute autre variable aléatoire interve-
nant dans le problème, à condition de lui donner une
distribution proche de la normale, et d'exprimer son
éventuelle corrélation avec les autres variables.

ffi
Estimation ponctuelle à trois points

Chacune des variables aléatoires indépendantes LJ,,

à distribution normale de moyenne nulle et de variancè
L,, peut être représentée de manière équivalente
fiusqu'au quatrième moment statistique inclus) par la
distribution discrète en trois points représentée sur la
figure 14. Les caractéristiques de cette distribution dis-
crète s'écrivent simplement :

(11)
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nili'i1i1ii111itr:ti1i11r1!11i1tl:tiffii':*W;tl:iii Discrétisation de Rosenblueth modifiée, en 3 points.
Modified Rosenblueth's discretization with 3 points.

ffi
D,ëveloppement de la méthode
de simulation

La fonction Y(X) représente le phénomène à simu-
ler en faisant appel, par exemple, à un code de calcul
par éléments finis. Le résultat du calcul sera la distri-
bution de y(X) exprimée sous la forme des premiers
moments statistiques.

Le terme central Y, de la distribution de Y(X) est la
valeur de cette fonction calculée au point central
(moyenne) de chaque variable aléatoire X :

= Y(M)

ô; = Y; - yi =â t-.d,I *5d;)

ri = yi -Y, =â (rl *d;)

(14)

(15)

Il s'agit du moment statistique d'ordre L, non per-
turbé, de la fonction Y(X). De même, la valeur non per-
turbée des moments statistiques d'ordre supérieur vau-
dra respectivement :

- variance (ordre 2) =

- asymétrie (ordre 3)

- aplatissement (ordre 4) = 3, c'est-à-dire la valeur cor-
respondant à une distribution normale.

Les perturbations sont estimées par rapport à ces
tendances centrales (valeurs non perturbées), à l'aide
des valeurs de la fonction Y(X) calculées aux deux
points latéraux de la discrétisation de la distribution de
chaque variable aléatoire, que I'on appellera les valeurs
perturbées de la fonction. On désigne les valeurs de la
fonction Y(X) calculées en ces deux points, pour la
variable U d'indice i, par Ia notation :

d:.d
ri=Ë

Po=213

Prll6 "i Prll6

itiii:iiif:iiiiiiiiiiiiliiiiiÏ111ryru11Xi iii:ii calcul des termes perturbateurs de Y(X)
sous l'effet de la variance de Ui.
Calculation of the perturbing terms of Y(X) due
to the variance of U,.

L'estimateur de la moyenne de y(X), soit y,, peut
alors être aisément exprimé pâr :

Yi=Yr+ €,,

Y,=r[i)

0;
-0;

I Y.,-Y(M+S.Ar

t Y-,=Y(M+s.Ar

(12)

(13)

fY"Y

La distribution discrète de Ia fonction Y(X), dans
laquelle une seule variable U d'indice i est considérée
comme aléatoire, se présente alors sous la forme repré-
sentée sur la figure 15.

Les notations suivantes simplifieront les écritures :

Pour les moments d'ordre supérieur à un, on adop-
tera comme principe que la seule variable U d'indice i
est aléatoire et, par conséquent, que la distribution dis-
crète de la fonction Y(X) est complètement représen-
tée par ce schéma en trois points. Moyennant cette
hypothèse, on considère que y, est une moyenne locale
de la distribution, et que les ôt sont des perturbations
locales nettes de cette moyenne.

Les moments perturbateurs d'ordre k seront obte-
nus par la formule générale suivante :

dpr.i=IP,(v-y,)u
j

.{0,. ..,*ui,. ..,0})

.{0,...,-ui,...,0})

(16)

ôl
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à partir de laquelle on peut obtenir les diverses expres-
sions correspondant à la variance, la dissymétrie et
l'aplatissement.

Ensuite, compte tenu de l'indépendance des
variables de ffie LJ, on pose que la perturbation totale
des différents moments statistiques de y(X) peut être
obtenue par une simple sommation des effets des per-
turbations dues à chaque variable.

L'estimation de la moyenne de la distribution de la
fonction Y(X) sera ainsi donnée pâr :

cov (r,,4)= Ëru*.,
;-4r-l

d;,i.dI,,-di,,.d0.,=à[ - t j,ir-,,) (22)

rS, r t
v =Y. +lt(al *d, ) =Y,*Ir,' 6.Ll\ i i I

,_4 ;-4r-t t-l

NN

"'(t) = Iou,i = I(t'? -12 n,)
;_4 ;-4r-l t-t

p(v,,ro)=ffffi (23)
(18)

La variance de Ia distribution de la fonction Y(X)
sera estimée par une expression similaire :

La diss5rmétrie et l'aplatissement de la fonction Y(X)
peuvent être estimés par des développements condui-
sant à des expressions similaires.

ffi
Calcul simultané de plusieurs fonctions et
estimation des correfations

Dans la première partie des développements, pour
ne pas alourdir l'écriture, on n'a consid éré qu'une
seule fonction scalaire y(X) sans indice. Mais on a
plus souvent affaire à plusieurs fonctions simultanées
Y(X) - {Yr(X), Y2(X)..., YM(X)}. Il suffit de penser, par
exemple, aux résultats fournis par la méthode des éIé-
ments finis, qui sont obtenus à chaque phase de calcul
en tous les næuds (ou points d'intégration) du réseau.

Les moments statistiques croisés d'ordre deux (cova-
riances) de tous les couples de fonctions tyi(X), yk(X))
peuvent aussi être calculés par la même méthode. Pour
chacune de ces fonctions, on peut encore calculer le
terme central de leur distribution, Yr., et yu. 

., eui sont
la valeur de la fonction calculée au point central de
chaque variable aléatoire. Il s'agit des moyennes non
perturbées des fonctiors :

Yo,,=Yo[t) :Yotvt) (20)

On désignera les valeurs perturbées des fonctions
Y,.,et yu. 

. calculées aux deux points latéraux de la dis-
cËétisation de la distribution de la variable U d'indice i
par la notation :

Dans la conduite pratique des calculs, il suffit
d'ajouter aux opérations relatives à chacune des fonc-
tions y(X) considérées isolément, une sommation rela-
tive à chaque couple 0, ki.

ffi
Remarques sur les volum es de calcul

L'amélioration apportée par une telle méthode par
comparaison avec les autres méthodes de simulation
réside d'abord dans le nombre de simulations de y(X),
qui est réduit à 2.N + 7 pour N variables aléatoires.
Ceci permet l'approche de problèmes faisant interve-
nir de grands nombres de variables aléatoires. On peut
remarquer que ce nombre de simulations correspond
précisément au nombre idéal permettant une utilisation
optimale de l'information de départ.

Dans un problème à N variables aléatoires tel que
nous l'avons défini, oh dispose de 2.-nù données qui
sont les deux premiers moments statistiques de chaque
variable. L'indépendance entre ces variables est assu-
rée par la technique d'estimation elle-même, qui utilise
des variables aléatoires rendues non corrélées. Au cal-
cul déterministe habituel, on ajoute donc strictement Ie
nombre de simulations qui correspond au nombre
d'informations élémentaires présentes dans les don-
nées.

On peut considérer qu'il n'y a de la sorte aucune
perte ou dilution d'information dans le processus ou,
en d'autres termes, aucune augmentation de l'entropie
de l'information.

De surcroît, le nombre de simulations nécessaires,
estimé a priori à 2.,1V + 1, peut souvent être fortement
réduit. En effet, Iors de Ia transformation des
variables X en variables non corélées de type LJ, Ies
valeurs propres sont obtenues en ordre décroissant,
et elles deviennent souvent négligeables au-delà d'un
certain rang, soit n
représentent la variance des variables de type U. Si
cette variance devient négligeable, le caractère aléa-
toire des variables correspondantes disparaît, et elles
se réduisent à des grandeurs déterministes, fixes,
égales à zéro.

Dans l'application de la méthode, Ies variables U
d'indice i > n produiront des perturbations nulles ou
négligeables. Les simulations correspondantes sont
inutiles, et le nombre total de simulations nécessaires
est ramené à 2.n + 7. Dans les cas habituels, n dépasse
rarement quelques dizaines.

Y,,,=u,(i) =t(M)et

I Yï,, =vr(M + S.Ar.{0,...,tur,...,0})

L oo-,, - yk(* *s.Ar.{0, ...,xr)i,...,0})

(1e)

(21)

Par des développements similaires, qui ne seront
pas exposés ici, on peut ensuite obtenir une estimation
de la covariance, puis de la corrélation entre chaque
couple de variables résultats {(X) et {(X) :
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ffi
J ustification et domaine d'application
de la méthode

La justification de base de la méthode se fonde sur
l'hypothèse que les effets du caractère aléatoire de
chaque variable aléatoire indépendante sont aussi indé-
pendants, et qu'ils peuvent dès lors être additionnés.
La justification de cette hypothèse, et en particulier
l'additivité des effets de chaque variable aléatoire indé-
pendante, rr'à toutefois pas encore éte étudiée in
extenso par des principes mathématiques rigoureux.

Mais des considérations sur la bonne utilisation de
l'information, basées sur le concept d'entropie de l'infor-
mation, permettent intuitivement de fournir une certaine
justification logique au choix de cette technique.

Enfin, de nombreuses applications ont été réalisées
sur des fonctions simples, mais fortement non linéaires,
et comparées de manière très satisfaisante avec les
solutions théoriques. Des cas pratiques plus complexes

W

ont été comparés aux résultats fournis par d'autres
méthodes de simulation, dont la méthode de référence
de Monte-Carlo.

La seule réserve à l'application de la méthode
concerne la continuité des fonctions analysées. Compte
tenu de la manière de calculer les perturbations, qui fait
intervenir un calcul des différentielles d'ordre 1 et 2, ll
faut que les dérivées estimées par ces différentielles
existent sur le domaine balayé par la fonction.

lJn contre-exemple de cette nature a été mis en évi-
dence par Fischbach (1995) dans une application consa-
crée à la stabilité des pentes dans un milieu aléatoire
stratifié. Au cours de la simulation, on a parfois
constaté que la ligne de glissement (cercle) critique, qui
passait généralement par le pied du talus, se trouvait
assez brutalement < attirée ) par une couche anorma-
lement moins résistante. Ce saut brutal n'est pas com-
patible avec les hypothèses de la méthode, et ce type
de situation nécessite alors le recours à une technique
plus générale comme Monte-Carlo.
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Laméthode des éléments finis
stochastiques
en géotechnique

Cet article présente différentes techniques permettant
d'appliquer la méthode des éléments finis stochastiques
(MEFS) aux ouvrages géotechniques. La MFES a pour but
d'évaluer la marge d'erreur sur les résultats des
modélisations numériques du comportement de ces
ouvrages, compte tenu des diverses incertitudes qui
affectent ces modélisations et, en particulier, de celles qui
portent sur les paramètres du sol. On montre comment la
méthode des éléments finis peut être couplée à des
techniques probabilistes telles que la méthode de Monte-
Carlo ou les diverses techniques de perturbation, y
compris les méthodes du ( premier ordre-seconds
moments >r et la méthode des estimations ponctuelles. Les
avantages et les inconvénients de ces diverses techniques
sont examinés. L'application de la MEFS est brièvement
illustrée par des analyses d'incertitude sur le champ de
contraintes dans une structure simple et sur le champ des
déplacements dans un remblai. Les résultats de ces
analyses et d'autres similaires qui seront présentées dans
de prochains articles montrent que la MEFS, malgré ses
limites actuelles, permet aux ingénieurs géotechniciens
d'introduire un degré de réalisme supplémentaire bien
nécessaire dans les modélisations aux éléments finis.

Mots-clés ; géotechnique, incertitude, méthode des
éléments finis stochastiques, sols, méthode de Monte
Carlo, techniques de perturbations.

This paper presents several techniques making it possible to
apply the Stochastic Finite Element Method (SFEM) to
geotechnical structures. SFEM can be used for assessing the
error margin on the results of numerical modeling of such
structures, taking into account the main uncertainty sources,
including those concerning soil parameters. As shown in the
paper, the Finite Element Method can be coupled with
probabilistic techniques such as the Monte-Carlo Method and
different perturbation techniques including the First Order-
Second Moment method and the Point Estimate method. The
advantages and limitations of these different techniques are
discussed. The application of the SFEM is briefly illustrated by
analyses of uncertainty on the stress field within a simple
structure and on the displacement field within an embankment.
The results of these analyses and those of similar ones that will
be presented in future papers show that, in spite of its current
limitations, the SFEM can help geotechnical engineers to
introduce a quite necessary additional degree of realism in
Finite Element modeling.

Key words i geotechnical engineering, uncertainW, stochastic
finite element method, soils, Monte Carlo method, perturbation
techniques.
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lntroduction
L'application de f informatique et de méthodes

numériques telles que les différences finies ou les éIé-
ments finis a connu un large développement dans Ie
domaine de la modélisation des déplacements, défor-
mations et contraintes dans les sols et les ouvrages en
terre.

Cependant, les sources d'incertitude dans les ana-
lyses aux éléments finis en géotechnique sont nom-
breuses. Le choix des paramètres des lois de compor-
tement à introduire dans le calcul est particulièrement
délicat. Les propriétés des sols naturels ou compactés
présentent généralement des variations spatiales
importantes et les techniques directes ou indirectes uti-
lisées pour les déterminer sont souvent peu fiables.
Aux incertitudes sur les propriétés, s'ajoutent celles
concernant les sollicitations, les conditions aux limites
et Ia méthode de calcul elle-même. On s'accorde en
général à reconnaître que les incertitudes les plus
graves sont celles induites par une mauvaise connais-
sance des propriétés des sols.

Les techniques statistiques et probabilistes permet-
tant d'évaluer l'incertitude sur le comportement des
sols et des ouvrages liée aux diverses incertitudes citées
ci-dessus dans les analyses aux éléments finis portent
globalement le nom de < méthode des éléments finis
stochastiques ) (MEFS). Comme on le montre dans ce
qui suit, les différentes techniques disponibles pour la
mise en æuvre de Ia MEFS ont leur domaine d'appli-
cation, leurs limitations et leurs mérites respectifs. Les
exemples présentés montrent par ailleurs que les résul-
tats ffiiques obtenus par la MEFS sont souvent d'inter-
prétation délicate.

Les premiers travaux sur l'application de la MEFS à
la géotechnique ont été exposés par Cambou et Auvi-
net (1,974, 1.975, 1977). lJn logiciel a été développé pour
l'analyse stochastique des déplacements et des
contraintes dans le sol au cours des excavations réali-
sées pour la construction du métro de Mexico. Une
méthodologie analogue a été utilisée par Baech er et al.
(1981) pour l'étude des incertitudes sur les tassements
des fondations. Un logiciel de MFES a été développé
par Magnan (1987) (Code de calcul PROBEF). Magnan
et aI. (1995) ont par la suite appliqué la MEFS à l'analyse
de la consolidation uni- et bidimensionnelle des sols
sous une semelle isolée. Orlandi (1996) et Bouayed
(1,997) ont abord é I'analyse stochastique des barrages
en terre en utilisant la méthode FOSM en élasticité
linéaire et non-linéaire mais en se limitant dans ce der-
nier cas aux incertitudes sur les déplacements. Mellah
(1999) a présenté une évaluation de l'applicabilité de la
méthode au cas des analyses par éléments finis en
élasto-plasticité.

Dans 1e domaine des écoulements en milieu
poreux obéissant à la loi de Darcy, Griffith et al. (1993)
ont étudié l'influence de la variabilité spatiale de la
perméabilité sur I'écoulement de l'eau sous un bar-
rage par simulation de champs stochastiques. Par
ailleurs, Bencheikh (1994) et Lôpez Acosta (1999) ont
appliqué la méthode des éléments finis stochastiques
à l'étude des écoulements souterrains dans des
milieux à perméabilité incertaine décrite au moyen de
variables aléatoires.

E

en géotechnique
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Les incertitudes dans les analyses
aux élënents finis

ffi
Les principales sources d'incertitude

Si, pour les structures, la diversité des matériaux est
relativement réduite et leurs propriétés sont mainte-
nant assez bien connues, à l'opposé, la mécanique des
sols doit s'accommoder de matériaux que la nature a
dotés de caractéristiques complexes et variables dans
l'espace et dans le temps et dont la mesure est délicate.
De ce fait, les paramètres mécaniques que l'on doit
introduire dans les calculs en géotechnique, et en par-
ticulier dans ceux réalisés par la méthode des éléments
finis, sont souvent mal connus. On doit ajouter à cela
les incertitudes sur les sollicitations et les conditions
aux limites ainsi que l'erreur que peuvent introduire les
hypothèses et approximations du modèle mécanique
utilisé. Les incertitudes associées aux erreurs humaines
peuvent également être extrêmement importantes mais
elles échappent en général aux modélisations probabi-
listes ou autres.

:;ii'iirlli iirii*$ii;il,iiili irïi|,iuliii

Incertitudes sur les paramètres mécaniques des sols

La connaissance des lois de comportement des sols
naturels ou compactés joue un rôle fondamental dans
les calculs de la géotechnique et en particulier dans les
analyses aux éléments finis effectuées en vue de la
détermination des champs de déplacements,, de
contraintes et de déformations au sein des ouvrages et
de leur environnement. Les paramètres de la loi de
comportement (élastique linéaire ou non-linéaire, élas-
toplastique, viscoélastique) sont souvent estimés à par-
tir de l'expérience, de corrélations avec les propriétés
physiques et, dans le meilleur des cas, à partir d'un
nombre limité d'essais en place ou au laboratoire. Il est
clair que l'on doit distinguer deux types d'incertitudes :

celles qui sont associées aux variations spatiales et
celles qui sont dues à la mesure ou à l'estimation des
paramètres d'un élément de sol donné.

. Variabilité spatiale
Par nature, les sols sont des matériaux hétérogènes,

leurs propriétés mécaniques et physiques présentent
une variation souvent considérable d'un point à l'autre
du milieu géotechnique étudlé . La connaissance de ]a
géologie du site ou du procédé de construction de
l'ouvrage permet en général de définir des sous-
domaines à caractéristiques à peu près homogènes. Il
peut ne s'agir toutefois que d'une homogénéité statis-
tique dissimulant des variations spatiales souvent très
significatives. II est donc nécessaire de reconnaître que
les propriétés des sols sont des fonctions aléatoires
spatiales.

o Incertitudes sur Ies mesures et estim ations
des paramètres

Les lois de comportement courantes sont des
modèles qui donnent du comportement réel du sol une



description plus ou moins satisfaisante. Dans Ia plupart
des cas, les courbes expérimentaies décrivant Ie com-
portement du sol au cours d'essais de laboratoire ou en
place sont ajustées à celles prévues par modèle choisi,
afin de déterminer les paramètres mécaniques du sol
considéré. L'écarT observé entre le compoftement réel
du sol et la réponse du modèle choisi est dû principale-
ment:

- ar.lx erreurs aléatoires commises lors des essais réali-
sés ;

- aux erreurs systématiques dues à un biais dans la
mesure, souvent inhérent à l'essai réalisé {on observe
par exemple des différences systématiques entre la
résistance au cisaillement mesurée au scissomètre et au
triaxial) ou Iié au remaniement des échantillons et
autres facteurs similaires.

Un biais peut également être introduit lorsque la loi
de comportement ajustée est choisie de façon trop arbi-
traire et surtout quand les paramètres du sol sont esti-
més de façon subjective fiugement d'expert) ou à partir
de corrélations statistiques entre propriétés physiques
et mécaniques. Ce biais, le plus souvent mal connu, donc
aléatoire, peut être additif (résultat de l'essai ou de l'esti-
mation valide à une constante aléatoire près) ou, le plus
souvent, multiplicatif (erreur systématique aléatoire pro-
portionnelle au résultat de la mesure ou de I'estimation).

Incertitudes sur les sollicitations et conditions ôux limites

Les forces extérieures et les forces de volume à
prendre en compte dans Ies analyses géotechniques
réalisées par la méthode des éléments finis, sont sou-
vent elles aussi mal connues. Il en est ainsi des forces
tectoniques ou des contraintes transmises au sol par les
fondations, fréquemment estimées à partir de des-
centes de charges approximatives. Les conditions aux
limites elles-mêmes ne peuvent souvent être représen-
tées que de façon approchée. Les incertitudes ainsi
introduites sont souvent difficiles à évaluer. Si l'on dis-
pose des éléments nécessaires, ce type d'incertitude
peut être représenté par un vecteur de variables aléa-
toires susceptibles d'être prises en compte dans les
analyses stochastiques (Cornell, 1971).

ffiffi
lncertitudes sur la méthode de calcul

Il existe des méthodes théoriques pour déterminer
l'erreur implicite dans Ies analyses aux éléments finis a
priori et a posteriori (Mestat et Prat, 1999). On trouve
par ailleurs dans la littérature, mais relativement dis-
persées, diverses études de sensibilité sur les diffé-
rentes caractéristiques d'une modélisation numérique
(maillages, méthode d'intégration, critère de plasti-
cité...). En général, ces études ne sont pas réalisées de
manière systématique et ne se prêtent donc guère au
traitement probabiliste et statistique, qui permettrait
une étude des facteurs susceptibles d'introduire un
biais dans les calculs aux éléments finis. L'approche de
ce problème est souvent empirique et passe par Ia vali-
dation des résultats sur essais, ouvrages types, et
ouvrages réels. Si Ies éléments nécessaires sont réunis,
ii est toutefois possible de représenter l'erreur sur Ia
méthode de calcul au moyen d'un terme aléatoire
d'erreur multiplicatif ou additif (Cornell, 1971).

Conclusion

Nous avons souligné l'importance que peuvent
revêtir les incertitudes sur les propriétés du sol, mais
aussi sur les sollicitations, les conditions aux limites et
sur Ia validité du modèle lui-même dans ]es analyses
aux éléments finis. Il semble qu'en géotechnique, le
plus souvent, l'incertitude sur les paramètres méca-
niques des matériaux considérés soit la plus impor-
tante. Dans la suite, nous nous intéresserons donc plus
particulièrement à la modélisation de cette incertitude
en vue de sa prise en compte dans les analyses aux éIé-
ments finis.

ffi
Modélisation de l'incertitude
sur les propriétés des sols

Champ stochastique

Soit V (n, la valeur prise par une propriété du sol
donnée au point X d'un domaine RP (p = 1,2,3). En
chaque point, cette valeur, en général non ou mal
connue, peut être considérée comme une variable aléa-
toire. L'ensemble des variables aléatoires du domaine
constitue un champ stochastique qui peut être décrit au
moyen des éléments suivants :

. Espérance
mathématique :

. VariarTce :

o Auto-corrélation :

. Coefficient d'auto-corrélation :

.- (u,X")
Prr(x1,xr)=m

Ce coefficient représente
sée, adimensionnelle, dont
prises entre - 1 et + 1.

o Fonction de distribution

c Auto-covariâDCe :

c,, (x,, X| = r[["(".) - Lr,,,u \)[r (xr)- u"(r,))l @)-/ L\ \ '/ ' u\o1l /\ \ 't , -r/J

Les deux fonctions précédentes représentent le
degré de dépendance linéaire entre les valeurs des pro-
priétés mesurées en deux points différents dans le
domaine considéré.

Fu,*r,,r(x),..., v(xn) (v,, v,,"',' Vn ; Xt, x,
( u' V(Xz) s u r,..., V(X,) s v,)l

Vvut - EIV(nl (1)

6'u,r, - Varlv(nl (2)

Rvv(Xl, Xr) - EIV(X1)V(X2)] (3)

(5)

I'auto-covariance normali-
les valeurs restent com-

cumulée de probabilité :

. . ., Xn) = P[(V(X1)

(6)

On suppose le plus souvent en pratique que le
champ présente une certaine régularité. On admet qu'il
existe une homogénéité statistique, quitte à subdiviser
le milieu en plusieurs sous-domaines. L'hypothése sim-
plificatrice la plus courante est celle de la stationnarité
au sens large. L' espérance est considérée comme
constante dans le domaine étudié, éventuellement
après élimination d'une dérive, et l'on admet que l'auto-
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covariance dépend uniquement de Ia distance vecto-
rielle t entre les points X, et X, on a alors :

C*6r, Xr) = Cr, (Xr- Xr) - Cw(Xz- Xr) = C* (r) (ou plus
simplement C (r)) (7)

À l'origine, cette fonction n'est autre que la variance
de V (n.

VarlV(X)l = C (O)

et le coefficient d'auto-corrélation s'écrit comme suit :

pw (X' Xr) - pw (u) ou plus simplement p G) (g)

La représentation graphique de cette fonction reçoit
souvent le nom de a corrélogramme )).

Sous le même formalisme mathématique, l'interpré-
tation donnée à ce champ peut être extrêmement
variable. Suivant le sens attribué au concept de proba-
bilité, qui doit bien sûr être clairement défini avant
toute analyse probabiliste, on est amené en fait à consi-
dérer plusieurs types de champs aléatoires.

a) Champs estimatifs
Lorsque les propriétés des sols sont estimées à par-

tir d'opinions basées principalement sur l'expérience et
les observations d'un expert, le champ stochastique est
de type estimatif. Ses paramètres doivent alors refléter
les connaissances mais aussi f ignorance de l'expert.
Cette situation est courante en géotechnique car il n'est
pas toujours possible de réaliser un nombre de mesures
suffisant pour pouvoir s'affranchir d'opinions large-
ment subjectives. Dans ce cas, les probabilités reflètent
avant tout le rc degré de confiance ) (degree of beliefl
que méritent les estimations avancées par l'expert.

Au moment du projet des ouwages en terre, on ne
dispose bien entendu d'aucunes données sur la varia-
bilité spatiale des propriétés, à l'exception du zonage
général prévu par le projet lui même. Dans cette situa-
tion, qui est une de celles où Ia modélisation stochas-
tique présente le plus grand intérêt, seul l'emploi d'un
champ estimatif reflétant les incertitudes a priori sur les
propriétés des matériaux des différentes zones est alors
possible.

b) Champs descriptifs de Ia variabilité spatiale

Lorsque l'on dispose d'un nombre suffisant de
mesures fiables sur la variabilité spatiale des proprié-
tés du sol, le champ aléatoire peut être de type descrip-
tif et être utilisé pour décrire les incertitudes rési-
duelles. Les paramètres du champ peuvent alors être
estimés par analyse statistique des données. C'est le
domaine de Ia géostatistique au sens qui lui a été donné
durant ces dernières décennies. Dans ce cas, les pro-
babilités doivent être interprétées en termes de fré-
quence relative. On soulignera que les champs sto-
chastiques décrivant la variabilité spatiale des
propriétés des sols ne sont connus que par f intermé-
diaire de mesures ou d'estimations qui sont elles-
mêmes entachées d'incertitude. On ne peut donc avoir
accès qu'à un champ apparent dont les caractéristiques
diffèrent de celles du champ réel.

Dans la pratique de la géotechnique, l'utilisation de
ces champs descriptifs se heurte souvent à de sérieuses
difficultés pour les raisons suivantes :

- l'estimation des paramètres du champ doit suivre les
règles applicables à Ia prise d'échantillons représenta-

tifs aléatoires ou systématiques (Cochran, 1977). Il est
courant en géotechnique que le nombre de données
disponibles ne soit pas suffisant pour que l'estimation
soit précise ; une erreur de type statistique est alors
introduite dans l'estimation ;

- à l'inverse, quand les données sont nombreuses et
fiables, il devient possible d'estimer les paramètres du
champ avec précision mais c'est alors toute l'approche
probabiliste de la variabilité spatiale qui perd de son
intérêt du point de vue de l'ingénieur;
- la corrélation entre les valeurs du champ associées à
deux points du milieu n'est pas une propriété intrin-
sèque de ces deux points. Elle dépend bien entendu du
domaine (population) dans lequel elle est définie et
duquel elle ne peut être dissociée. Ainsi, dans un milieu
fortement contrasté du point de vue stratigraphique,
les propriétés de deux points appartenant à une même
couche peuvent être fortement corrélées, mais ne plus
l'être du tout dans une analyse de corrélation ne por-
tant plus que sur la couche où ils se trouvent. Un son-
dage trop court ou des mesures faites dans un seul plan
horizontal ou tout autre zorTe particulière du sol peu-
vent donner une image totalement incorrecte de la
variabilité et de la structure de corrélation de
l'ensemble du milieu ;

- à défaut de mesures, il est parfois possible d'estimer
l'ordre de grandeur des distances d'auto-corrélation.
On dispose maintenant de nombreux résultats obtenus
sur différents types de sols mis en place par diverses
techniques et concernant en particulier la portée ou
distance d'influence de la corrélation (Rossa, 19BB ;

Fawe, 19BT ; Cherubini, 1993). Il est toutefois indispen-
sable que les conditions géotechniques du site étudié
soient vraiment similaires à celles des sites où les
mesures ont été réalisées pour que ces valeurs puissent
être adopté€S ;

- remarquons par ailleurs que les champs stochas-
tiques tridimensionnels ne peuvent être pris en compte
dans les analyses courantes aux éléments finis en
déformation plane. En effet ce type d'analyse suppose
une homogénéité parfaite dans la direction perpendi-
culaire au plan de l'analyse, ce qui contredit l'hypo-
thèse de variation aléatoire spatiale.

c) Champs mktes
En pratique, la situation est souvent intermédiaire

entre les deux précédentes. Les propriétés des sols sont
définies par une combinaison d'opinions (probabilités a
priori) et de résultats expérimentaux qui peuvent être
introduits dans une analyse bayésienne explicite ou
implicite permettant de définir des probabilités a pos-
teriori (tenant compte des mesures). L'interprétation
donnée au concept de probabilité devient dans ce cas
plus ambigu mais ce concept reste malgré tout utile
dans la pratique (Divtlevsen, 1996).

l.l:lli:l:::ll++:iiiiii:i':i:ii::,::iiii:i:i:i:.,:.:.''.i:llii..:'i:,:i:l:li.,'..,:l:iiii:lii:
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Discrétisation pour les analyses aux é\,ëments finis

Pour introduire f incertitude sur les propriétés des
sols dans un modèle de calcul, il est nécessaire de pas-
ser de la représentation du champ aléatoire continu à
un nombre limité de variables aléatoires. C'est ainsi
que, pour les calculs aux éléments finis, on dewa fina-
lement associer à chaque élément ou groupe d'élé-
ments correspondant à un volume de sol donné, des

(B)
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paramètres mécaniques aléatoires représentatifs. Le
problème de la définition de ces valeurs représentatives
est délicat car il est souvent de nature tout autant méca-
nique que statistique. Les méthodes de discrétisation
les plus courantes ignorent en fait l'aspect mécanique
du problème qui ressort des techniques d'homogénéi-
sation.

Soit V (n; X e Ç), un champ aléatoire multidimen-
sionnel, défini dans un domaine Q et représenté par
son espérance pv (n, sa variance "iV) et son coeffi-
cient d'autocorrelation pw (X, X'). V est le vecteur des
variables qui permettent de représenter le champ sto-
chastique, défini par un vecteur moyen lt eT une matrice
de covariance T,ru. 11 existe diverses méthodes de dis-
crétisation reliant V (n àV (Der Kiureghian et al.,19BB).
Nous n'examinerons ici que les plus simples.

. Méthode des points moyens
La valeur du champ dans le domaine O^ d'un élé-

ment ou groupe d'éléments est décrite pani.r. simple
variable aléatoire représentant la valeur au point cen-
tral du sous-domaine consid éré :

"(") 
-v(x.) avec xe Q" (10)

Le vecteur V est formé par toutes les variables a\éa-
toires V (X) des sous-domaines considérés. La réalisa-
tion du champ ainsi définie est une fonction en escalier
présentant des discontinuités aux frontières des élé-
ments.La moyenne et la matrice de covariance du vec-
teur sont données en fonction de la moyenoe, de la
variance et des coefficients d'auto-corrélation du
champ, évalués au centre de gravité des sous-
domaines.

. Méthode des moyennes spatiales
Cette méthode a été proposée par Cornell (1971),

puis reprise par Vanmarcke et al. (1983). Le champ est
décrit à l'intérieur du sous-domaine consid éré par la
moyenne spatiale du charnp :

l'abandon de la modélisation par champ stochastique
et son remplacement par une modélisation plus simple
par variables aléatoires.

o Valeurs ponctuelles et moyennes spatiales
définies dans des champs conditionnels

Dans les paragraphes précédents, oh a supposé que
le modèle stochastique de l'incertitude spatiale avait pu
être étabh à partir de certaines données ponctuelles ou
continues (sondages) et on a examiné ses possibilités
d'utilisation pour les modélisations stochastiques dans
les analyses aux éléments finis. Cette approche ignore
le fait que l'existence de ces données réduit considéra-
blement l'incertitude au voisinage des points où elles
ont été obtenues. 11 est évident que l'on peut faire
mieux et estimer les paramètres à attribuer aux é1é-
ments finis ou groupes d'éléments finis en prenant en
compte directement les résultats des mesures. C'est
l'objectif des techniques d'estimation conditionnelle,
telles que Ie krigeage (Matheron, 1971) qui peuvent être
utilisées pour associer à chaque point du milieu une
espérance et une variance conditionnelle de la pro-
priété consid érée ou pour attribuer à chaque sous-
domaine considéré (élément fini ou groupe d'éléments
finis) une espérance et variance conditionnelle de la
valeur moyenne de cette propriété sur ce sous-
domaine.

:: :::::: |::::: | |:: |::: |:: r::: |: |: |:::::: l: |: |: I l::: |: |: i |: |: |: |: |: |: |: |.: : : : :::: ::::: j : : : |: |: |: |: |:: : : ::: i |: |::::: |:

Conclusion

Les mesures et estimations et la variabilité spatiale
des propriétés des sols introduisent une incertitude
importante dans les analyses aux éléments finis.
L'incertitude sur les propriétés des sols peut être repré-
sentée par des champs stochastiques. Néanmoins, dans
la pratique, la description de f incertitude devra finale-
ment être réalisée au moven d'un nombre limité de
variables aléatoires.

E
La méthode
des élénents finis stochastiques

Le couplage entre les méthodes probabilistes et la
méthode des éléments finis a donné naissance à la
< méthode des éléments finis stochastiques I (MEFS).
Les techniques permettant d'appliquer la méthode des
éléments finis stochastiques (MEFS), peuvent généra-
lement être divisées en deux catégories (Teigen et al.
1991) : les méthodes des perturbations et les méthodes
de simulation. Par ailleurs, la méthode peut être cou-
plée avec un calcul de fiabilité (Flores, 1994; Lemaire,
1997).La littérature consacrée au développement de ces
méthodes et, dans une moindre mesure, à leurs appli-
cations dans différents domaines est abondante. Nous
citerons entre autres : Vanmarcke et al. (1983) et Bittnar
(1ee6)

ffi
Méthode des perturbations

La méthode des perturbations est basée sur une
représentation simplifiée des fonctions de distribution

Jv(x)ao"

"(") -V,=? avec Xe {)"

Jdt"
ç)e

(11)

L'ensemble des valeurs moyennes V, des variables
aléatoires forme le vecteur V; les valeurs statistiques p
etT* (espérance et matrice de covariance) du vecteur V
sont obtenues par intégration des moments du champ
aléatoire.

La variance de la valeur moyenne d'une propriété
aléatoire dans un domaine donné tend à diminuer
quand les dimensions du domaine considéré augmen-
tent (sauf dans le cas trivial de la corrélation parfaite).
Dans Ia littérature , ce phénomène est connu sous le
nom de a réduction de variance >. Dans la mesure où
l'on a recours à des moyennes spatiales pour les calculs
aux éléments finis, les incertitudes résiduelles les plus
significatives sont donc souvent celles correspondant
aux biais des tests ou des corrélations, qui eux ne souf-
frent pas de réduction de variance, ce qui peut justifier
dans de nombreux cas, au moins en géotechnique,
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de probabilité de fonctions de variables aléatoires, âu
moyen des nièmes premiers moments (le nombre
dépendant de la technique utilisée). L'estimation de ces
premiers moments est obtenue en ajoutant à un terme
central moyen les effets n perturbateurs ) introduits par
chaque variable aléatoire considérée séparément.

':|||i|:|:||:|:|:||||||::|::i::||||||||:|!.::|:|i!.|'|i
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Méthode classique des perturbations (Mathews, 1964)

La méthode est basée sur l'approximation de la den-
sité de probabilité d'une fonction de variable aléatoire à
partir du développement limité en série de Taylor de
cette fonction.

La résolution du système d'équations de base de Ia
méthode des éléments finis en élasticité linéaire permet
de déterminer le vecteur du champ des déplacements
et par conséquent ceux des contraintes et des déforma-
tions

{Ll : tKl-' {F}

âVEC :

{t/} , vecteur du champ de déplacements aux næuds du
système ;

{B : vecteur des forces extérieures et volumiques appli-
quées aux næuds ;

[K] : matrice de rigidité fonction du vecteur de variables
aléatoires x - (xu xr, ..., x)'qui représentent les aléas
du système.

Si Ies aléas sont assez petits et présentent une
moyenne nulle, la matrice de rigidité peut se mettre
sous Ia forme :

La détermination des deux premiers moments de la
réponse et de leurs intervalles de confiance dépend du
degré d'approximation de la fonction considérée :

Si l'approximation souhaitée est du premier ordre,
Ie vecteur du champ des déplacements s'écrit comme
suit :

avec:E lU- {lJo}

(17)

(18)

Une fois tISl- 1 déterminée, oD peut évaluer tous les

déplacements {Lp}, {rL' l { U!!I. De la même façon, on
L rJ,l-uJ

peut déterminer les vecteurs du champ des contraintes
{o} et du champ des déformations {e} à partir des équa-
tions de la théorie d'élasticité.

et cov,lr,ul _r[({r} -E'[r])({r}) -E'trl)]

=Ëitri l{ri}'[ *,,"i)
:4:4

{r} -{'o}.I{'i}",
;-1

{r} ={ro}.i{rl},,*:iit ui\ xi+ (20)
;-4 ;-4 ;-4
'_ll_l|_]

(12)

(13)

Si l'approximation est du deuxième ordre, le déve-
Ioppement en série de Taylor jusqu'au troisième terme
nous permet d'écrire :

(1e)

(21)
["] -["0].i["1 ],,* +ii[";],,"r+

i='l ! i=I j=1

itu'v,*Lttlr';]", " j+
:4 1:4:4
t-t t-t t-l

{ri}, {';}
d'équations

tuttl = [K'] ({r,;'} - tril{uj} - trjl{ul} - t"f l{r'})
]2 

L"U

avec , Etr[r] - E'[r] .:ËË[t|",xi*

n : nombre de variables aléatoires,

tISl : matrice de rigidité évaluée en x - (x' xz, ..., *n)'- 0.

f f jl ., [f j.'1 I ' dérivées partielles de Ia matrice de rigi-L 1l L ul
dité [K], définies pâr :

rrafrl-,',à'frl
frll= -L"Jl__n 

frj, l- r r;
L ,l àx,l*=o; L^^i l- d"Nl x=o (14)

I

Le vecteur du champ de déplacements tU prend
alors la forme suivante :

Les vecteurs des coefficients {LP},

évalués après avoir résolu le système
vant :

{L,p} = []31-1 {Ip}

(15)

sont

sui-

(16)

,nnnn
cov"lr,u] - cov'lu,ul +1tLl>trf l{ufl]J 4 ? t=, 

k=1 r=1

(t[ x i,x,]u[ x j,"u ] 
+ E[",, " ult[" ,,",]) Qz)

L'application de cette méthode demande bien
entendu le calcul de toutes les dérivées partielles pre-
mières et secondes de la matrice de rigidité.

l:iiliiïiili+iiiiiiliiiiiiiiliïiiiilr;lriiiiiii:i:ii,iriiiiiiii

Méthode du premier ordre - seconds moments
(FOSM ; Cornell, 1971)

La méthode FOSM, proposée par Cornell (1971), est
également basée sur le développement en série de Tay-
Ior. Le caractère aléatoire est analysé en termes d'espé-
rance mathématique, de variance et de covariances des
paramètres.

Le principe de cette méthode est d'approximer la
densité de probabilité d'une fonction d'une variable
aléatoire, g&), en remplaçant cette dernière par les
deux ou trois premiers termes de son développe-
ment en série de Taylor au voisinage de Ia moyenne
de x,.

[r'] '({.'}-["t]{"'})
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e(*,) - s(u.,) * (t, - F*,)[9]
L ' Jltx;

r t2
, (ti-F*i)-la'r(",)l-:rr2L'Jpx;

et:

Covl, o ,, ,f =
âà[*],'[*],

varruor=ià[*]
" l-tx;

ds k1
a&l

'/.1

It,i : la valeur moyenne de la variable aléatoire x,.

On peut distinguer les cas suivants :

Dans le cas d'une fonctioû y - g(x) d'une seule
variable aléatoire x (et éventuellement d'autres
variables non-aléatoires), l'expression (23) prend la
forme suivante :

Covlx,,rif (3t1

xj

Remarquons que cette méthode ne permet d'obte-
nir la forme exacte de la densité de probabilité que
dans le cas où celle-ci est gaussienne.

. Application de Ia méthode FOSM en éIasticité
Iinéaire (Cambou, 1977)

Pour un milieu continu et isotrope et suivant une ]oi
de comportement élastique linéaire, le principe de base
des éléments finis en élasticité est la résolution du sys-
tème d'équations (12) :

{t4 = [K-'(xuXr,...,xn)l{E = {g(x'x2,...,x)}
Il est possible d'estimer les premiers moments, ainsi

que les covariances des divers résultats de l'analyse, en
se basant sur le développement en série de Taylor
d'ordr e 2 :

EIU kl - Elg *8r, xr,. . ., xn)l = g o}-r^., F*,r,. . ., Fxn GZ)

En dérivant les équations du système, on obtient :

{Fr} - [K] {Ur} = {UJ (35)

avec , [u"] = '{'} ., {e.} = -*}{ulL'r I-E L^ f J - a", l"J

{U ) et tQ définissent respectivement des déplace-
ments et forces fictives qui peuvent être utilisés pour
obtenir les dérivées partielles des déplacements par
rapport à chaque paramètre aléatoire en ayant recours
au même algorithme que pour la résolution du système
(12). Ces dérivées partielles peuvent alors être insérées
dans les équations (32) à (34).

On voit que la méthode se ramène en fait à celle des
perturbations classiques.

De la même façon, pour l'estimation des incerti-
tudes sur les contraintes, on obtient, en dérivant le sys-
tème d'équations général de l'élasticité par rapport aux
caractéristiques aléatoires du milieu :

y-g(") -o(u^) .( x-'")[+]
'L dx 

)u^

*(*-u.)'f{441 +2 L àx2 
)u.

et:

u[u] -E[n(,)] = sU,-)* +f+91 ,cÂ,z t àx2 Ju" Q5)

var[u] = var[n(")] = "rl#)'),, (26)

Si la fonction dépend de plusieurs variables aléa-
toires y - g(x' x2..., x),le développement en série de
Taylor donne :

.+Ëi[+9] covtx,*,1
1 tÂÂl àx,âxi 

)u,ou* i

varlr] = var[n('1,x2, x")] =ËË[+)lr7L a"' 
l,^u

(23)

(24)

[*] 
cov[",,",] (33)

L , rp*j

[*] cov[','',] (34)

^rt 
t tr*j

t[r] - E[n(",, ,x2,...,x" )] = s|t *t,t-r x2,...,u,,)

varlu-] =ztl*],"[*],

&I - a[P][r] 
{u} * rp1rr4}

àr, àr, L J t lL t àr,
(36)
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Covlxn x] (28)

avec r? : rrorrbre total de variables aléatoires.

La méthode se généralise pour les fonctions mul-
tiples de plusieurs variables aléatoires.

Pour chaque fonction :

EVol - Elgx(x' xr,..., xn)1 = gx(F^t, pl*z, ..., lt.) (29)

Avec :

{o} : tenseur des contraintes ;

[D] : matrice d'élasticité ;

[B] : matrice géométrique.

Pour l'estimation des incertitudes sur les déforma-
tions, on obtient :

a{e} alrl . . ,a{u}"L"J _"L"ttrl .[r] "L"J
à,, à,, àr, (37)

Covlx,,*if

xj
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Les dérivées des contraintes et des déformations
obtenues à partir de ces équations peuvent être insé-
rées dans des développements de Taylor analogues à
ceux des déplacements. Ces différentes dérivées peu-
vent êtres déterminées explicitement en différenciant
Ia matrice de rigidité [K], la matrice [B] et la matrice [D]
[B] par rapport aux variables aléatoires x, (Bouayed,
1997).

. Application de Ia méthode FOSM en présence
de non-Iinéarités géométriques ou mécaniques

Si des non-linéarités géométriques ou mécaniques
sont présentes dans Ies modèles utilisés, la détermina-
tion des déplacements en chaque næud par la méthode
des éléments finis se fait de manière itérative. Le calcul
explicite des différentes dérivées des fonctions du
développement de Taylor devient impossible. La
méthode FOSM reste cependant applicable. Il devient
alors nécessaire de calculer les dérivées des dévelon-
pements de Taylor numériquement. À cet effet, diffé-
rents auteurs ont proposé des méthodes numériques
qui permettent de calculer les différentes dérivées
d'une manière approchée. Les plus utilisées sont celles
des approximations d'Evans (1967) et la méthode des
rapports polynomiaux (Chowdury ef al. 1993). Cette
dernière méthode a été utilisée dans de nombreuses
études et a donné des résultats satisfaisants, tant pour
des analyses de sensibilité (Orlandi, 1996; Bouayed,
1997) que pour des analyses de fiabilité (Nechnech,
1994; Benmansour, 1996). On doit souligner cependant
que, dans certains cas, la méthode, comme toute tech-
nique numérique, peut se heurter localement à cer-
taines difficultés si la fonction implicite reliant Ies résul-
tats de l'analyse numérique et les paramètres aléatoires
n'a pas un comportement régulier. Remarquons aussi
que les méthodes numériques pour Ie calcul des déri-
vées présentent par rapport aux méthodes de dériva-
tion explicite, l'avantage de pouvoir être appliquées de
façon < externe l au code de calcul par éléments finis,
sans qu'il soit nécessaire de modifier ce code.

Méthode des approximations ponctuelles

Rosenblueth (1975) aprésenté une méthode qui per-
met d'estimer les premiers moments d'une fonction de
variables aléatoires, en connaissant seulement les trois
premiers moments de chaque variable et se basant sur
une approximation au moyen de valeurs ponctuelles,
c'est-à-dire en utilisant une distribution de probabilité
discrète à mêmes moments. Il a montré ou'une formu-
lation générale de la méthode est posôible avec un
nombre quelconque de points d'estimation pour
chaque variable aléatoire. La démarche générale est
représentée sur la figure L.

La méthode devient malheureusement troo lourde
dès que le nombre de variables aléatoires dépasse la
dizaine, surtout s'il s'agit de variables corrélées entre
elles.

Dans la même ligne, Bolle (1988) a proposé une
méthode dite des < perturbations indépendantes I
basée sur la discrétisalion en trois points de la fonction
de distribution de probabilité d'une variable aléatoire
et faisant appel au développement limité en série de
Taylor et à la transformation des variables de base en
variables principales non corrélées. Les premiers
moments de la distribution de Ia fonction f fx) sont

r1iiiiiiiiiiiiiiiiiii1i:iiii1liiiiiiiiiiiii ru;iiiriiii1 Approximation biponctuelle
de Rosenblueth
Rosenblueth's two-point estimates method.

déterminés en ajoutant à la valeur de la fonction calcu-
lée au point central de la distribution discrétisée la
somme des différents termes dispersants, ou perturba-
teurs, liés à chaque variable aléatoire indépendante
(additivité des effets de chaque variable aléatoire). La
méthode des perturbations indépendantes est très
avantageuse si le nombre de variables considérées est
important.

ffi
Méthodes desimulation

Pour se libérer des contraintes liées à l'utilisation
des méthodes de transformation analytiques et numé-
riques disponibles, dont le champ d'application est par-
fois trop restreint et qui sont difficiles à mettre en
æuwe, il est toujours possible d'avoir recours aux tech-
niques de simulation basées sur la méthode de Monte-
Carlo. Un jeu de valeurs des variables aléatoires repré-
sentant les champs stochastiques est obtenu au hasard,
mais en respectant les densités de probabilité et les cor-
rélations, et l'analyse numérique du problème est effec-
tuée. On répète cette opération jusqu'à ce qu'une ten-
dance statistique se définisse et permette de juger de
la dispersion des résultats. Si le vecteur de variables
aléatoires consid éré est à composantes indépendantes,
la simulation se fait pour chacune des composantes. Si
le vecteur est à composantes dépendantes, oo peut se
ramener au cas simple précédent, en utilisant la
méthode de Cholesky généralisée qui permet de diago-
naliser la matrice de covariance. Cette méthode n'est
valable que si le vecteur de variables aléatoires est
gaussien. Dans le cas contraire, il existe dans la littéra-
ture des méthodes de simulation propres à chacune
des lois utilisées. On peut par ailleurs se ramener au cas
gaussien en appliquant différentes transformations
(Fogli, 1980).

L'inconvénient majeur de la méthode de Monte-
Carlo est sa convergence extrêmement lente. Plu-
sieurs techniques existent pour déterminer le
nombre de simulations nécessaires pour une
approximation fixée par un intervalle de confiance.
Parmi les méthodes les plus pratiques, citons la
méthode classique de convergence (intervalle de
confiance d'une valeur moyenne espérée) et la
méthode de Chebishev.

f*(*)
Ilr\I t\t/ \l/ \,

P-

lp*tl
-+xx'

fr(v)

v=frù 
>

v=f@ >xo -yo
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E
Applications

Pour illustrer les techniques exposées dans les
paragraphes précédents nous nous limiterons à pré-
senter deux exemples simples.

ffi
Analyse stochastique d'une structure simple

Considérons une plaque de chant sur deux appuis,
l'un fixe et l'autre glissant sur un plan horizontal, et
soumise à une force localisée (Fig.2).La plaque est
constituée par deux matériaux à module d'Young a\éa-
toire, mais à même espérance et avec un coefficient de
variation (écart type divisé par espérance) CV - 10 "Â et
corrélés négativement (p- - 1).

Les diagrammes de la figure 3 représentent l'espé-
rance des contraintes horizontales et verticales et des
cisaillements (colonne de gauche), et leur écart type
(colonne de droite) obtenu para la méthode FOSM.

On est frappé par la complexité de la répartition
spatiale des incertitudes. Celle-ci obéit en effet à de
multiples facteurs dont les effets ne sont pas toujours
mis en valeur de façon suffisamment précise par la dis-
crétisation en éléments finis ni par l'algorithme d'inter-
polation (Surfer) utilisé :

- conditions aux limites concernant les contraintes (pas
de contraintes verticales sur les faces horizontales de la

,iïii:i:iliilliiiïii,iiiiliiiiiiiiiiiiiiïiËçÏiiffïiiiii Plaque sur deux appuis constituée de deux
matériaux différents.
Plate on two supports made of two different
materials.

plaque, pas de contraintes horizontales sur les côtés
verticaux, pas de cisaillements sur tous les côtés de la
plaque). Ces conditions aux limites éliminent locale-
ment l'incertitude ;

- pe{te d'homogénéité lors des variations aléatoires
des deux rnodules, créant des sollicitations d'interac-
tion parasites à l'interface, qui amplifient les incerti-
tudes initiales ;

Plaque sur deux appuis
Ë(E)
ftPa rv{s} E{v} tV {v} p {81,Ës}

nanrÉRrnu r â1 x lûa 0.10 0,3s 0
1

urrÉRrau r 21 x t04 0.10 0.30 0
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Espérance et écart type des contraintes verticales (sigry), horizontales (sigx) et de cisaillement (tauxy).
Expected value and standard deviation of vertical (sigy), horizontal (sigx) and shear stresses (tauxy).
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- effets de moyenne aflénuant l'incertitude au voisinage
de f interface (voir cisaillement).

Seule la technique des éléments finis permet de saisir
ce comportement complexe des incertitudes, difficile à
prévoir a priori et d'interprétation délicate.

ffi
Analyse stochastique d'un remblai

Pour l'analyse des structures en terre, telles que les
remblais et barrages en terre, des analyses ont pu être
réalisées en utilisant la méthode de Monte-Carlo et la
méthode FOSM. La méthode FOSM peut être mise en
æuvre en procédant au calcul numérique des dérivées
par la méthode des quotients pol5rnomiaux, ce qui per-
met de ne pas modifier les logiciels classiques aux éIé-
ments finis tels que FEADAMB4 ou CESAR-LCPC.
L'emploi de ces logiciels comme sous-programmes
d'une analyse d'incertitude pose toutefois de redou-
tables problèmes de couplage. Pour illustrer l'applica-
tion de ces méthodes, nous présenterons certains résul-
tats concernant les déplacements dans un remblai en
cours de construction.

On considère ici un remblai constitué par deux
matériaux mis en place par couches (Fig. 4).On admet
que les deux matériaux suivent une loi non-linéaire
simple de type Kondner-Duncan (Dunc àD, 1984).
L'espérance des valeurs des neuf paramètres de cette
loi est indiquée dans le tableau. Par simplictté, on a
admis ici que ces paramètres présentaient tous un coef-
ficient de variation de 10 %. Pour un matériau donné,
les valeurs des coefficients de corrélation entre para-
mètres ont pu être estimées par une analyse statistique

+" ,,,,,.,,.,.,,,.-., ,,,,, ..,-* ,l.?ffi.,m:, , "---,---.. .-.- -.*-*&

de la base de données de Duncan (1984). Pour des
matériaux différents, les corrélations considérées sont
subjectives et cherchent à refléter le fait que les mêmes
doutes existent sur les mêmes paramètres. La matrice
de corrélation finalement utilisée pour les deux maté-
riaux est présentée sous forme de tableau (tableau I).

La modélisation par éléments finis permet de simu-
ler la construction par couches (non-linéarité géomé-
trique). L'incertitude sur les résultats est évaluée par
Monte-Carlo et par FOSM. Le programme en éléments
finis stochastiques utilisé fournit l'espérance (Fig. 5) et
le coefficient de variation des déplacements verticaux
dus à f incertitude sur tous les paramètres du modèle.
On observe que les résultats obtenus par FOSM (Fig.6)
et par Monte-Carlo (Fig. 7) sont analogues. Les irrégu-
larités du champ des coefficients de variation montrent
par ailleurs que pour une analyse en éléments finis sto-
chastiques, le maillage doit généralement être plus fin
que pour une analyse ordinaire.

E
Conclusion

La méthode des éléments finis stochastiques pré-
sente un intérêt particulier pour les ingénieurs géo-
techniciens car elle permet d'évaluer l'influence des
incertitudes affectant les propriétés des matériaux sur
la validité des résultats de ce type d'analyse numé-
rique. EIle peut être employée pour obtenir les écarts
types et les coefficients de variation et pour définir des
intervalles de confiance sur les résultats de la modéli-
sation tels que les déplacements,, les déformations et
les contraintes. Comme nous l'avons montré, malgré
ses limites actuelles, la MEFS permet donc aux ingé-

It { r{ t.}.r rïl >

i* ii5,5

4)
q,
Fx
tf,,Is
Lddl
ĤIu

fç1trl

mat 1

rrtii,t,2

1?0 180 û"5

4ffû 6tû t.6

*.7 110

Q.7 2*t

&.2

fi"5

L* Vn

li|iiiiiii1ïiiiiiiiiiiiiïiiiiifiîilllË tl*|iï1 Remblai construit par couches
Embankment constructed placing

et constitué de deux matériaux différents.
successive layers of two different materials.
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tttlirifuii'iliiiiiiiiffiËË*#ii*iliiii Matrice de corrélation des propriétés des deux matériaux
Correlation matrix of the two materials.

Matériau 1

rï-

=arl

c

r()
.P
rrl

K

Kur

n

R"
T

K.o
m

c(kPa

g[')
ag(")

K

Kur

n

R"
T

K.o
m

c(kPa

ç(')
ag(')

0,7 0,6 - 0,4 0

0,6 0,7 - 0,4 0

- 0,4 - 0,4 0,7 0

0000,7
0,3 0,4 0 0

-0,1 0 0 -0,1
0000
0000
0000

1 0,9 - 0,7

0,9 1 - 0,6

-0,7 -0,6 1

- 0,1 - 0,1 - 0,2

0,5 0,6 - 0,4

- 0,2 - 0,3 0,3

- 0,2 - 0,2 0,1

0,2 0,2 0,2

0,4 0,1 0

Matériau 2

0,3 - 0,1 0

0,400
000
0 -0,1 0

0,700
00,70
000,7
0 0 -0,3
0 0 -0,2

00
00
00
00
00
00

- 0,3 - 0,2

0,7 0,3

0,3 0,7

NI
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fi<

t-\q)
.P
aT<

0,7 0,6 - 0,4 0

0,6 0,7 - 0,4 0

- 0,4 - 0,4 0,7 0

0000,7
0,3 0,4 0 0

-0,1 0 0 -0,1
0000
0000
0000

0,3 - 0,1

0,4 0

00
0 -0,1
0,7 0

0 0,7

00
00
00

000
000
000
000
000
000
0,7 -0,3 -0,2

- 0,3 0,7 0,3

- 0,2 0,3 0,7

- 0,1 0,5

- 0,1 0,6

- 0,2 - 0,4

1 -0,2
-0,2 1

- 0,1, - 0,6

- 0,2 - 0,4

0,2 0,4

0 0,1,

- 0,2 - 0,2

- 0,3 - 0,2

0,3 0,1

- 0,1 - 0,2

- 0,6 - 0,4

1 0,3

0,3 1

- 0,2 - 0,5

- 0,3 - 0,3

0,2 0,4

0,2 0,1

0,2 0

0,2 0

0,4 0,1,

- 0,2 - 0,3

- 0,5 - 0,3

1 0,5

0,5 1

sl.s

45,{l

37"5

s0,0

2?,.5

I5.{l

30,* 45.{l

Déplacements verticaux (m), (espérance
Vertical dispiacements (m), (expected value)

6û"$ 75.û

mathématique).

1ûS,0 l2*,$

1 0,9 - 0,7 , - 0,1 0,5 - 0,2 - 0,2 0,2 0,4

0,9 1 - 0,6 - 0,1 0,6 - 0,3 - 0,2 0,2 0,1

- 0,7 - 0,6 1 - 0,2 - 0,4 0,3 0,1. 0,2 0

- 0,1, - 0,1 - 0,2 1 - 0,2 - 0,1 -0,2 0,2 0

0,5 0,6 - 0,4 - 0,2 1 - 0,6 - 0,4 0,4 0,1

- 0,2 - 0,3 0,3 - 0,1 - 0,6 1 0,3 - 0,2 - 0,3

- 0,2 - 0,2 0,1 - 0,2 - 0,4 0,3 1 - 0,5 - 0,3

0,2 0,2 0,2 0,2 0,4 - 0,2 - 0,5 1 0,5

0,4 0,1 0 0 0,1 - 0,3 - 0,3 0,5 1

-rr,7a

'-0.$o "-

tr 5,0

5?-5

45.0

3?,5

3t).CI

22"5

l5^{l

?.5

{1.00.û ïs,t 30,0 45,û 6S,0 75.0

mii#$fifiiifiiiiiiiifi;ffiiiffiii Coefficient de variation des déplacements verticaux (FOSM).
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nieurs géotechniciens d'introduire un degré de réa-
lisme supplémentaire bien nécessaire dans les modé-
lisations aux éléments finis. Elle est également très
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Décision et incomplétude

La prise de décision en génie civil se fait dans un
contexte où imprécis et incertain cohabitent : imprécis
des objectifs assignés et de la connaissance du sol,
imprécis des modèles utilisés, inadéquation entre la
précision des modèles et le niveau de décision, mais aussi
incertain des actions qui vont solliciter les ouvrages,
incertain du comportement des ouvrages. Dans ce texte,
nous montrons tout d'abord l'importance de
l'imprécision et de l'incomplétude des informations en
géotechnique ; nous proposons l'apport de la théorie des
sous-ensembles flous (SEF) et des fonctions de croyance
dans l'aide à la résolution des problèmes de
géotechnique. Nous rappelons tout d'abord les concepts
et bases de ces théories (partie A) puis, nous appuyons
sur quatre exemples concernant les fondations pour en
proposer différentes utilisations (partie B).

Mots clés : aide à la décision, incertain, imprécis, sous-
ensembles flous, géotechnique.

Decision making in civil engineering takes place in an uncertain
and imprecise context. The assigned objectives are imprecise
such as soil knowiedge and bad adapted models. Loads and load
effects deal with uncertainty and the behaviour of the works is
less or more predictable. In this paper we show that in the
geotechnics field data are very imprecise and uncertain ; we
propose to introduce the use of The fuzzy sets and of the belief
functions theories. We first present the theoretical bases in Part
A, then four examples in part B. in order to illustrate the use of
these concepts in the geotechnics field.

Key words: decision making, incertain, imprecise,fuzzy sets,
geotechnics.
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Partie A r CONCEPTS
ET METHODES

E
lntroduction

rc Le bon sol >, ( un sol compressible l, ( une por-
tance d'environ 0,2 MpaD, ( une couche homogène l,
( une cohésion entre 20 et 30 kPa >, ( un sol saturé l,
cr la fondation est surdimensionnée >>, n la nappe est
variable 1... Toutes ces expressions ont en commun
deux caractéristiqu€s :

1) elles sont communément utilisées et comprises
par des géotechnicieûs ;

2) elles sont toutes à support d'information non pré-
cis.

Ce texte montre la nécessité d'approches non tradi-
tionnelles pour la prise en compte de ce type d'infor-
mation par les mécaniciens des sols ; il propose
quelques repères pour l'aide au choix de modèles pos-
sibles de représentation et de traitement. 11 s'appuie sur
des travaux de recherche que j'ai dirigés à l'université
d'Artois (J.Al-Hajjar, H. Mammeri, I. Semaan, A. Kar-
nib), puis à l'université Blaise Pascal (,t. Lair) et sur
d'autres travaux qui sont en cours sur ce thème au sein
de l'équipe Mécanique des sols du Lermes avec C. Bac-
connet et R. Gourvès.

re
Constat d' échec et proposition

La théorie des ensembles et la théorie des probabi-
lités ne permettent pas toujours de rendre compte
d'une réalité complexe. En effet, l'information dispo-
nible est souvent imparfaite (incomplète,, imprécise,
inadaptée, suspecte...); elle ne provient pas toujours
non plus d'une mesure (dire d'expert, estimation ...) ;

enfin, les modèles de l'ingénieur ne permettent pas de
modéliser une réalité complexe où les décisions sont
prises au regard de considérations diverses.

ffi
Le constat de L.A. Zadeh (1 965)

Au fur et à mesure que la complexité des systèmes
augmente, notre aptitude à formuler de manière pré-
cise et significative leur comportement diminue jusqu'à
une limite au-delà de laquelle la précision et la signifi-
cation deviennent des caractéristiques mutuellement
exclusives.

Notre connaissance du monde réel est imprécise et
celle de son évolution incertaine ; il est vain alors de
vouloir Ie décrire par des modèles précis et détermi-
nistes ; cela est vain et surtout dangereux car le senti-
ment de précision est illusoire, la signification des
résultats est très pauvre et les décisions sont prises sur
Ia base d'informations imprécises et sans signification.

Deux arguments sont alors mis en évidence : la fia-
bilité de l'information et son < informativité I ; il appa-
raît vite que ces deux arguments sont souvent conflic-
tuels.

. Exemple 1 : la cohésion du sol dans cette couche
est de 20 kPa.

Cette information est très informative et l'on peut
faire des calculs ou prendre des décisions sur cette
base, par contre elle est très peu fiable ; ert effet en pra-
tique l'on ne peut pas assurer que le sol a une cohésion
de 20 kPa ; tout au plus peut-on dire que la mesure
dans telle condition sur tel appareil de tel échantillon
provenant de tel prélèvement a donné une valeur que
l'on arrondit à 20 kPa.

. Exemple 2 : Ia cohésion du sol dans cette couche
est comprise entre 10 kPa et 100 kPa.

Cette information est très fiable ; il y a très peu de
chance que dans cette même couche de sol une autre
mesure donne une valeur inférieure à 10 kPa mais par
contre elle n'est que très peu informative et il est diffi-
cile de faire des calculs ou de prendre des décisions sur
cette base ; ce sont des valeurs numériques que l'on
introduit dans des codes de calcul, parfois des distribu-
tions de probabilités et c'est une valeur que l'on com-
pare à une limite ou un index qui sert à prendre une
décision ; eue faire alors d'une information sous forme
d'un intervalle ou d'un ensemble ?

ffi
Décision en ingénierie (Boissier D.,

Al-Hajj ar J,,1990)

i:iiiii:iii:iiiiiriiiiiiriiii:i:iiiiiiiiiiiiiiilii.,,iii,.;iiiiir:iiriiiiiiiii

Décision et précision

Dans les problèmes d'ingénieur, il est trivial de rap-
peler que c'est en début de résolution que l'espace des
solutions est le plus grand mais que c'est aussi à ce
moment-là que l'espace des données disponibles est le
plus petit et que les conséquences d'une décision sont
Ies plus importantes car réduisant fortement l'espace
des solutiohs ; à ce moment les données sont souvent
de mauvaise qualité et la stabilité de la décision ne peut
être assurée (on aurait pris une autre décision si l'on
avait eu toutes les informations )

. Exemple : La première reconnaissance visuelle
d'un site est un des critères de décision d'achat d'une
parcelle en vue d'une opération immobilièyc; la
connaissance du sol est alors incomplète et de mau-
vaise qualité ; par contre la décision d'investissement
est lourde de conséquences. A l'inverse, en fin de
conception, lorsque les études de sol auront été
dépouillées, il sera possible cr d'optimiser r les fonda-
tions et d'économiser quelques m3 de béton ; le gain
marginal est faible, le risque aussi car le problème est
mieux défini. Il se pourrait aussi qu'avec toutes les
informations disponibles à ce moment-là on souhaite
revenir sur la décision d'investir alors que cela n'est
plus possible ; la décision est donc conditionnée par la
qualité de l'information.

I nformations disparates

Les informations disponibles pour résoudre un pro-
blème donné sont souvent disparates : elles provien-
nent de sources diverses (observations, mesures
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diverses, bibliographie, dire d'experts) et sont expri-
mées sous formes différentes.

EIles peuvent être incohérentes, incompatibles,
redondantes et plus ou moins fiables (la fiabilité est liée
à la valeur associée à i'information et non à la variabilité
intrinsèque de l'information). Pourtant, pour prendre
une décision, il faudra agréger toutes ces informations
et souvent les ramener à une information unique.

o Exemple: On dispose d'une stratigraphie donnée
par le géologue et d'un découpage des couches selon
Ieur résistance mécanique obtenue à partir de I'analyse
d'un signal pénétrométrique. Comment choisir la pro-
fondeur d'ancrage de fondations ?

E
Un constat positif

*ffi
Perception globale et langage

L'être humain possède des capacités de perception
globale des systèmes compiexes. I1 est souvent capable de
porter < intuitivement ) ou par < expertise non explicite >

un jugement plus srir, c'est-à-dire plus stable en décision,
que celui obtenu par des modèles précis mais trop res-
trictifs (hypothèses non justifiables ou non crédibles).

L'être humain est aussi capable d'exprimer le vague
et l'imprécis par le langage; or ce langage est éloigné
de celui utilisé dans les théories traditionnelles des
ensembles et des probabilités.

ffiffiffi
Quelq ues exemples en ingénierie

a) Ia visualisation d'un système constructif permet au
concepteur de détecter une erreur de conception (appui
sur ou sous abondant, réservation trop petite, croise-
ment de réseaux impossible, superposition de structures
incorrecte) alors que le calcul géométrique ou méca-
nique dans un système de CAO ne Ie permet pas;

b) un ingénieur peut pour un problème donné
caractériser un sol de a mauvais >, alors qu'aucun
modèle mécanique ne permettrait de calculer sa résis-
tance (hétérogénéité, présence de cavités...) ;

c) on peut affirmer que la charge d'une structure
sera d'environ x. L'égalité n'a pas de sens car au
moment du calcul la structure n'existe pas encore et
parce qu'au cours de sa vie la charge peut varier; ce
qualificatif environ est peu précis et on ne sait exacte-
ment ce qu'il recouvre mais il montre explicitement que
I'on est dans une ignorance relative;

d) on peut affirmer qu'un sol est compressible; ce
qualificatif Ie sépare de la catégorie des sols incom-
pressibles. La limite a compressible/incompressible l
n'est pas nette ; elle est relative à des indicateurs
(l'indice de compression est un indicateur parmi
d'autres); pour un matériau donné, Ia valeur obtenue
pour l'indicateur est liée à la précision de la mesure
(technique de mesure, conditions opératoires) et à
l'échantillon (variabilité spatiale et temporelle) ;

e) Ies règles de décision sont souvent basées sur des
classifications (sable/gravier, sec/humide) qui en réalité

ont des domaines d'intersection non vides (un même
sol peut ne pas appartenir à la même catégorie dans
des classifications différentes).

-

Apport de la logiquefloue

ffi
Définitions

Imprécis : I1 concerne des informations mal défi-
nies ; on lui associe les qualificatifs de type : n envi-
ron )), < à peu prés )), cc dans l'intervalle l, < compris
entre et entre )), ( approximativement I ... ; il repré-
sente la qualité de la connaissance que nous avons
d'un phénomène.

Incertain : Il résulte essentiellement d'une épreuve
dont le résultat n'est pas connu a priori et peut chan-
ger si on la recommen ca ; il représente la variabilité
d'un phénomène ; il peut être représenté de façon
rigoureuse et précise.

Dans notre domaine, certaines données (charges et
résistances par exemple) sont, par nature même, incer-
taines ; leur variabilité spatio-temporelle est irréduc-
tible (données climatiques, propriétés des géomaté-
riaux et des matériaux de construction, charges
d'exploitation. . . ).

Remarque : Il ne faut pas confondre la qualité
d'une donnée et la qualité de f information que l'on
possède sur la donnée.

ffi
La théorie des sous ensembles flous
(Fuzzy sets)

Meunier,1995)

L'idée de base est que lorsqu'une classe est définie
par une notion vague, or ne peut pas utiliser le concept
classique d'appartenance ; il faut alors introduire une
échelle - la fonction d'appartenance - qui permette de
hiérarchiser les éléments d'un univers donné par rap-
port à cette propriété vague.

Ici c'est l'ensemble qui est flou (ou du moins ses
limites) par opposition à un ensemble (a net r) tradi-
tionnel dont les limites sont précises ; la fonction
d'appartenance exprime si une valeur x précise satis-
fait pleinement ou non les propriétés de l'ensemble.

L'ensemble classique (ou net) est un cas particulier où
l'appartenance est binaire : x appartient ou n'appartient pas
à l'ensemble. En théorie des possibilités, c'est l'ensemble
qui est net alors que la mesure (donnée) est floue.

i:ir 
iiii+îiiliiiill+iirriiÏiliril. ril rr':iiir;,ii:iiri:iii

Définition

La théorie des sous-ensembles flous (SEF) a été
développée par L.A. Zadeh (1965) ; elle permet de n|X
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modéliser l'imprécis et l'incertain d'une autre manière
que par les modèles stochastiques. Les SEF sont une
voie d'introduction de l'incertain et de l'imprécis dans
l'aide à la décision.

Soit X, un ensemble de référence ; un sous-
ensemble flou A de X peut être défini à partir de la
fonction d'appartenance po telle que :

!rn
V x e X-----

L'application ;"ra (éq. 1) est appelée fonction d'appar-
tenance et la valeur Fo(x) est appelée niveau d'apparte-
nance.

Propriëtës

Le support de A, noté supp(A) est la partie de X
pour laquelle Fe (x) > 0.

La hauteur, notée h(A) est la plus grande valeur de
]a fonction d'appartenance. h(A) = sup x e X Qo (x))

Le noyau, noté noyau(A), est l'ensemble des valeurs
de A pour lesquelles la fonction d'appartenance est
maximale.

Lorsque l'ensemble X est à valeurs discrètes, la car-
dinalité est la somme des valeurs des fonctions
d'appartenance.

ii:iiiiii::.:::::::::i:.:t:::r:t:::::::.i::.:::l:l::::::::::r:.::!: i:.r::1:::1

Cas particulier

Il existe de nombreuses variétés de sous-ensembles
flous ; rous nous limitons ici aux SEF de type L_R nor-
més ; leur fonction d'appartenance est paramétrée par
deux fonctions L et R et quatre paramètres ffi, fr, a, F et
leur hauteur est égale à 1 ; nous pouvons voir un SEF
de type L_R trapèze noté A(m ; h; a ; F ; 1) (Fig. 1a) et
L_R triangle symétrique noté A(m ; a; F ; 1) (Fig. 1b).

Contrairement aux ensembles ordinaires, un SEF
n'a pas une appartenance nettement définie mais com-
porte des transitions graduelles d'appartenance depuis
l'appartenance totale (degré 1) jusqu'à l'absence
d'appartenance (degré 0).

Ce concept peut être illustré comme suit : euâhd le
niveau d'appartenance est près de 1 alors nous pou-

vons assurer que la proposition ( x appartient à F > est
satisfaite ; lorsque ce niveau est près de 0 la proposi-
tion n'est pas satisfaite ; la validité de la proposition
peut donc être liée à la valeur p,(x). L'exemple 1 illustre
l'utilisation de ce concept en fiabilité.

tiliiriiiii::::ilÏiiiiii:iii::iiliiiiiiiiii;i;:, .:i:iii:'',.i:.::iiiii iiiliiiiii
:i:i:ii:i:iii:iii:i:iiii:iii:i::iiiiiiiii:iii:ii:iiii:,ii :i:iiii;, ;,::i:i :i i;,,;iiiii:iii

Compatibilité entre deux sous-ensembles flous

Soit X un ensemble de référence,, A et B 2 SEF et
Iro(x) et pr(x) leurs fonctions d'appartenance respec-
tives; soit Lro-' (x), Ia fonction inverse de Fa (x). Alors,
Zadeh L.A. (1978) et Dubois D. et Prade H. (1983) défi-
nissent la compatibilité entre A et B sous la forme d'une
distribution des valeurs possibles du degré de compa-
tibilité ; celle-ci est alors appelée profil de compatibi-
hté; elle est considérée comme un SEF C, dont la fonc-
tion d'appartenance Fc (x) est calculée par l'équation 2
et qui est définie sur le domaine X. = [0,1].

p. (t) = sup(Fo (x) avec x e X et tel que [16 (x) = t (2)

P. (t) = 0 si Lte-r (t) = g

Pour toute valeur t du degré de compatibilité , Ia
procédure de calcul est la suivante :

1) On recherche toutes les valeurs de B qui ont un
degré d'appartenance t ;

2) On calcule le degré d'appartenance de chacune
de ces valeurs au SEF A ;

3) Le maximum de ces degrés d'appartenance est le
degré d'appartenance du degré de compatibilité t.

Si le degré d'appartenance t ne correspond à
aucune des valeurs du SEF B, alors le degré de compa-
tibilité de t est nul.

Cette procédure est illustrée sur la figure 2 et utili-
sée dans l'exemple 2.

:ii.:.,.i.;iii:i:i:l:i::.i:iii:l:::iii i:::::iiii:i:r:i:,i :..:iii.,. .,.::j.j::r;.;r;.,i:,',ili i ii ::i ..:.:.'. .:.'.i

:::i:i:::i::: r: iiil:r::::::::::::i::i:::ii:i:r: i:::i:::::ii:::1. . 
':::j:jri: '.. :::i:::j . :.. :j:r:::ii::

Comparaison de deux sous-ensembles flous

Soient A et B, deux sous-ensembles flous ; l'objectif
de cette comparaison est de voir dans quelle mesure
une observation A peut être consid érée comme une
observation de l'ensemble B de référence ; lorsque A

iï#xxliiii1l|iiiiiïirii:#i {|,+içiiii1| sEF L_R trapèze.
Trapezium L_R fuzzy Set.

iïiiÏlili:iriiiiiîiliÏiiiiiiiiii#iffiiii#îiiil sEF L-R triangle.
Triangle L_R fuzzy Set.
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valeur du critère
Objectif

recherché
BA

0.3

iii1iifiiiiiil$i#iil#Tiii1;i.ffiffi4iifi Profil de compatibilité entre deux sous ensembles flous.
Profile of compatibility between two fuzzy sets.

Profil de
compatibilité

et B sont deux SEF, il s'agit de comparer des intervalles
auxquels sont associées des fonctions d'appartenance.
La méthode de comparaison des intervalles flous est
basée sur les mesurès de cardinalités floues , le I tu
cardinalité floue de A est définie par I'équation 3 :

lol =)r^(")

Cp(eiB), la cardinalité floue relative, est un degré de
vraisemblance qui traduit combien A peut être consi-
dérée comme une observation de B par le biais de la
proportion de paramètres satisfaits dans A, compte
tenu de B.

N. Aggaggarwal, P. Quarrey, C. Berry (1993) calcu-
lent Cp par la règle du tableau I :

Pour des SEF continus, le calcul du degré de vrai-
semblance par la cardinalité floue revient au calcul de
l'aire de I'intersection des deux intervalles. Si cette inter-
section est vide alors la cardinalité relative est nulle.

Cette formulation à deux SEF peut être étendue au
cas où l'on veut comparer Ie SEF A à plusieurs SEF
de type B ; un algorithme de discrimination permet
alors de trouver quel est l'ensemble B qui est le plus
proche du SEF A (ou réciproquement à quel SEF B
peut être rattaché avec le plus de vraisemblance le
SEF A). L'exemple 3 illustre l'utilisation de cette
méthode.

'iii*-lxiiii4*l|* 
i*1*iii Calcul du degré de vraisemblance Cp(A/B).

Calculus of the Cp (A/B) iikelihood degree.

ffi
La théorie des fonctions de croyance
(Dempster Shafer)

ii,'rwi,l,:l,,,,mith:ffiii;i!]î:i:i1iii:iifriÊ

Pr,ësentation

Cette théorie, dont les bases ont été etablies en 1976
par G. Shafer (1976), permet de représenter l'ignorance
et l'incertain, de prendre en compte toutes les informa-
tions existantes sur un sujet donné quels que soient
leur provenance, leur format, et de dégager une infor-
mation consensuelle. I1 a proposé des règles de a fusion
des données ) ou ( d'unification de données l qui sont
basées sur les hypothèses suivantes :

- de toute information il y a quelque chose à déduire;
- à chaque information est attachée une masse de
croyance, c'est-à-dire simplement un attribut précisant
la qualité de cette information.

Le problème alors est de construire (ou de calculer)
une information résultante à partir de plusieurs infor-
matiors ; la méthode est basée sur l'idée qu'il faut
prendre en compte en même temps l'information (ou
sa modélisation) et sa qualité (ici la masse de croyance);
c'est ce que le décideur fait, de manière non formelle
souvent, lorsque après avoir écouté les experts il se

(3)
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ccfait une opinion ) et décide. I1 prend en compte
l'information (donnée, assertion...) mais aussi sa pro-
venance sachant que certaines sources sont sûres alors
que d'autres sont moins fiables, que certains modèles
ou analogies sont près de la réalité, d'autres plus éloi-
gnés.

lJne difficulté est que parfois les informations sont
contradictoires et donc que des dires d'experts ou des
résultats expérimentaux sont infirmés. L'information
résultant de deux expériences en partie ou complète-
ment contradictoires a cependant une signification et
une qualité qu'il faut déterminer.

Principe

Supposons un ensemble O appelé < cadre de dis-
cernement ) correspondant à l'ensemble des réponses
à une question donnée (par exemple si la question est
<quelle est la cohésion du sol ? D, alors @ est l'ensemble
des cohésions : @ = [0,c]. Ce cadre de discernement doit
ôtre exhaustif ce qui signifie que la solution (ici la cohé-
sion) appartient obligatoirement au cadre de discerne-
ment. Toute réponse à la question est appelée une
preuve et pointe sur un sous-ensemble S inclus dans @

; les sous-ensembles pointés peuvent être une mesure
ponctuelle, un intervalle, une densité de probabilité, un
ensemble flou...

Toute preuve est obtenue dans un a contexte
d'acquisition > particulier et c'est à partir de l'analyse
de ce contexte d'acquisition que l'on peut apprécier Ia
qualité de la preuve S. Dans la théorie de Shaffer, la
rc qualité d'une preuve ) est représentée par une quan-
tité m(S) associée à chacun des sous-ensembles ; c'est
un nombre compris entre 0 et 1 qui représente Ia force
de la preuve, Sâ cc fiabilité l. L'estimation de ces masses
peut se faire subjectivement en mode déclaratif ou être
guidée par une grille d'analyse.

En réponse à une question telle que rc quelle est la
cohésion du sol >, des exemples de preuve sont la
réponse donnée par un expert qui annonce une cohé-
sion entre 20 eT 40 kPa, le résultat d'un essai in situ
grâce auquel on estime une cohésion de 40 kPa, une
étude des dossiers sur des bâtiments existants qui
montre que les calculs ont été faits avec une cohésion
moyenne de 35 kPa, etc. ; toutes les sources dont sont
issues ces données ont des < fiabilités différentes ).

Ayant toutes les informations sous forme de couples
lS : informatiorr ; m : cro)zancel, nous pouvons les
fusionner au moyen de la règle de Dempster Shaffer
(S 333), afin d'obtenir un consensus.

Unification de deux informations (J. Lair, 2000)

Soit deux preuves P. et P, pointant respectivement
sur A et B, de masses de croyance ma et mo ; distin-
guons les deux situations suivantes : A n B rc A et A n
B =O.

. Preuves concordantes (A n B n O)

Pour modéliser la connaissance contenue dans la
preuve pointant sur A (soit Pr), nous affectons une
masse ma sur le sous-ensemble A, une masse (t - m^)

d

sur A nB et (1 - m.) sur l'ignorance A u B . L'ignorance

est en fait une indécision : orr affecte la masse (1 - m^)
sur @ puisque l'on ne sait pas.

Par analogie, pour modéliser la connaissance conte-
nue dans la preuve pointant sur B (Pz), nous affectons
une masse mb sur B, une masse (t - mo) sur A nB et
(t - mo) sur l'ignorance A , B (Tableau II)

Le consensus est obtenu en affectant des masses
aux sous-exsembles comme ci-après :

pour AnB : ma.(1 - ffio),

BnA : mb .(t - mu) et pour
somme des quatre masses

pour AnB : rrlâ.mb, pour

AUB 
'(1 -mu).(t-mo).La

consensuelles donne 1. Le

produit (1 - m,).(1 - mo) correspond à l'ignorance et

reflète le cas où les deux preuves seraient fausses.

o Preuves conflictuelles 6n = A) Oableau III)
De la même manièfe :

- pour modéliser la connaissance contenue dans la
preuve pointant sur A, nous affectons une masse ma
sur le sous-ensemble A, une masse (t - mu) sur B et
(t - mu) sur l'ignorâhce ;

- pour modéliser la connaissance contenue dans 1a

preuve pointant sur B, nous affectons une masse mb
sur le sous-ensemble B, une masse (1 - mo) sur A et
(t - mo) sur l'ignorance.

De nouveau, le consensus est obtenu en affectant le
produit des masses aux sous-ensembles concernés . La
somme des quatre masses consensuelles donne
(1 - mumo).

Cet écart ffiu.ffi' caractérise le caractère conflictuel
des données, c'est-à-dire la masse que l'on affecte à un
ensemble inexistant. La règle de Dempster nous dit de
répartir la masse conflictuelle proportionnellement sur
les trois autres masses en appliquant un facteur de nor-
malisation k (eq. 4).

,1.K_
1 - rrt,

vide (4)

Soit deux preuves P., et P, pointant respectivement
sur les sous-ensembles A, et 8,, de masses de croyance
m"(A') et mo(B'), la règle d'assemblage de Dempster,
donnant la répartition des masses résultantes est
(eq. 5):

-(r) - k
i,j

AlnB 1=g

L'application de Dempster dans le cas de deux don-
nées conflictuelles aboutit donc à l'équation 6 :

(5)

-(a)= 
1 .m" h-mh) (6)

\ / 1-mu.ffib 
o \ "/

Nous obtenons ainsi une nouvelle répartition des
masses . La ( preuve résultante > pointe maintenant
sur A, sur B, sur I'ignorance et sur A n B (cas de
preuves concordantes). C'est une preuve fictive qui
englobe toute la connaissance que nous avions dans
les preuves initiales. Le principe de la règle de
Dempster est donc que deux éléments concordants se
renforcent mutuellement et deux éléments discor-
dants s'érodent.
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Ignorance

Consensus

'iiiiiiiiiiiii+i 
iiiiit Ë,i:iliÏiifi Affectation des masses. Cas des preuves concordantes.

Masses affectation for heterogeneous evidences.

Affectation des masses. Cas des preuves conflictuelles.
Masses affectation for conflicting evidences.

En utilisant ces règles d'assemblage, nous fusion-
nons deux à deux toutes les preuves disponibles. Nous
obtenons ainsi une répartition de masses sur les sous-
ensembles de @ pointés par les preuves et sur ceux
générés par le processus de fusion (intersections).
L'exemple 4 illustre ce concept.

Partie B - EXEMPLES
EN GEOTECHNIQUE

E
Exemple 1 I optimisation
d'unelondation selon sa fiabilité

Sur ce premier exemple nous utilisons le concept de
fiabilité possibiliste basé sur l'utilisation de SEF et intro-
duit par Boissier D., Alhajjar J., Mammeri H. (1995).

ffi
Définitions

. Fiabilité
La fiabilité d'une structure est son aptitude à rem-

plir ses objectifs de conception pendant une durée de
référence spécifi ée ; la défaillance d'une structure est
son incapacité à remplir ses objectifs.

. Fiabilité probabiliste
En contexte probabiliste, la fiabilité est liée à la pro-

babilité de défaillance par référence à un état limite. Les

méthodes fiabilistes prennent en compte l'a1éa de
chaque information initiale à laquelle Ie décideur peut
associer une modélisation stochastique ; il introduit
alors ces modélisations dans des codes probabilistes
qui évaluent une probabilité de défaillance (P,) ou un
index de fiabilité tel que l'index Fru proposé par Haso-
fer A.M., Lind N.C . (1,974).

. Fiabilité possr'b iliste
Dans un contexte incertain et imprécis nous définis-

sons la fiabilité possibiliste comme la compatibilité
entre une proposition de solutions et des états limites
(objectifs).

L'analyse possibiliste consiste alors à associer à

cette compatibilité un degré de vraisemblance. EIle
prend en compte l'imprécis des informations à laquelle
le décideur associe un modèle possibiliste, €D général
un sous-ensemble flou (SEF) ; un code de calcul possi-
biliste permet alors d'associer une vraisemblance aux
résultats à comparer aux objectifs.

ffi
Cas du dimensionnement d'une fondation

:ti:::'::lii:iiiiiiii:::iii:iit:i:iiliriii:ii::,,iiiiiii,,i;i,.:.:i.,:iriiiiii.

Cas d'étud e etfiabilité d,ëterministe

L'exemple est celui du calcul de la portance ultime
q, d'un élément de fondation superficielle à partir
des résultats d'essais de laboratoire. Nous considé-
rons une semelle filante soumise à une charge verti-
cale et uniformément répartie sur sa longueur. Les
hypothèses de l'application sont : théorie de plasti-
cité parfaite, fondations parfaitement rigides, actions
verticales et centrées et cas de sol naturel et homo-
gène.
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La portance ultime eu (éq. 7) du facteur de sécurité F
(éq. B) et de la probabilité de défaillance P, s'exprime
pâf :

e, =:T*B*Nr+c*N.*y*D*No (7)

É

avec B : largeur (ici B = 1,50 m) ; D : profondeur (ici D -
0,50 m) ; C : cohésion ; n : angle de frottement interfie ;
rp : poids volumique des terres ; e : charge ; N., N", N^ :

facteurs de surface, de cohésion et de profonâeuï.
Les causes d'incertain sont la variation spatio-tem-

porelle des propriétés du sol et de la charge appliquée ;
les causes d'imprécision sont l'empirisme et Ia simplifi-
cation des modèles mécaniques et des méthodes de
calcul, la mauvaise qualité de la reconnaissance (incom-
plétude, imprécision des mesures, irrégularité des son-
dages. . .).

'iffiaitt,fitlirÉititffi ii-,ïiï.ii 
ïlill

Fiabilité probabiliste

Les espérances mathématiques des données sont
résumées dans le tableau IV (CV est le coefficient de
variation) ; les variables aléatoires sont supposées gaus-
siennes et indépendantes.

ilf,i#;fi4ËffifiH iii iiiïi Données probabiliste.
Data: laws of probabilitv.

Le calcul probabiliste du critère F - q,,/q (éq. B)
donne une probabilité de défaillance P, = Proba[F < 1] =
3,90.10-t (éq.9) et un indice de Lind Hasofer F"'- =
-2,66.

Deux solutions ou deux variantes de dimensionne-
ment peuvent alors être comparées à partir de ces cri-
tères ; l'interprétation est simple mais les approxima-
tions, estimations et hypothèses inhérentes à cette
méthode ne sont pas explicites.

i:iiiiii:iiiilililliii:rlliiiiriliiiii:iiiiiil :i:ii:i'';,,':iii:li;'':ii:i:iiil

Fiabilité possibiliste

Irlous décrivons la connaissance que nous avons de
chaque caractéristique par un intervalle de valeurs
numériques auquel nous associons un sous-ensemble
flou ; ce modèle quantitatif peut être alors introduit
dans un code de calcul. Le degré de vraisemblance
associé à chacune des valeurs, bien qu'il soit subjectif,
donne une information sur la qualité de Ia caractéris-
tique ; il provient du jugement que nous pouvons por-
ter sur la représentativité de la caractéristique analysée
dans le massif (par référence à des caractéristiques
bibliographiques, en fonction de la qualité de la
mesure...) ou de l'action.

\4\

Ici, nous avons associé un SEF de type trapézoïdal à
chaque donnée (tableau V).

La portance ultime qu et le facteur de sécurité F
sont calculés à partir des équations (7) et (B) par les opé-
rations de convolution sur les SEF associés à C, g et y;
l'imprécision de l'angle de frottement g induit des
imprécisions sur ]es facteurs de portance N., I\do et N^.

1iiiiii1Ëi1iiiifri1;iiffiffi14ffiliiii D onnée s po s sibili ste s .

Data : fuzzv sets.

Le tableau VI récapitule les résultats possibilistes.

iiiiiitrir$iifiili i+ Résultats possibles.
Fuzzy results.

L'évaluation possibiliste fournit une distribution de
possibilité du coefficient q,/q. Cette distribution est
caractérisée par un noyau et un support de valeurs pos-
sibles. L'objectif est représenté par une valeur (3 dans
cet exemple, tableau VI et figure 3).

La figure 3 montre qu'il n'y a pas de conflit appa-
rent entre la solution et l'objectif parce que la valeur de
l'objectif - 3 ici - appartient au noyau de e,/q. Si l'objec-
tif avait été de 7 par exemple, la solutioh n'aurait eu

qu/q = [ 1.\65,11.5,2.2] G (quiq) = [ 3, 3. {f, {) ]

rl#i$#fi#fiiiiïi11iiilï ffi1; n;11 Comparaison de l'évaluation imprécise et
de l'objectif déterministe.
Unprecise assessment and deterministic
objective comparison.

F _ e,/q
Pf = Probabilité (q,/q < 1)

(B)

(e)
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qu'un degré de 0,78 de compatibilité avec l'objectif.
Pour un objectif supérieur à B,B (sur dimensionnement)
ou inférieur à 0,5 (sous dimensionnement) la solution
aurait été totalement incompatible.

ffi
Conclusion sur l'exemple 1

L'application au cas de la fondation des deux
approches possibilistes et probabilistes pour l'analyse
de la fiabilité montre qu'elles sont complémentaires.

L'approche possibiliste nécessite peu d'informa-
tions ; la modélisation est plus proche des pratiques des
concepteurs ; elle est fiable mais peu informative ici.

L'approche probabiliste nécessite des informations
beaucoup plus précises ; le langage de modélisation est
éloigné des pratiques des concepteurs et cette
approche est complexe à mettre en æuvre ; par contre
elle se ramène à un critère facilement utilisable dont la
précision explicite cache le fait que les lois de probabi-
lités retenues ne sont en rien justifiées.

E
Exemple 2 r application
au tassement
d' u ne fondation su pe rficielle

Ce deuxieme exemple présenté par D. Boissier,
J. Alhajjar et H. Mammeri (1995) porte sur l'aptitude
d'une proposition technique (ici une solution par
semelle filante) à respecter un cahier des charges (ici
minimiser le tassement). L'évaluation du tassement,
obtenue à partir de mesures, est imprécise, et le tasse-
ment limite que l'on ne souhaite pas dépasser est lui
aussi imprécis.

I1 faut alors voir quelle est la compatibilité entre une
solution proposée et un objectif à atteindre tous deux
imprécis. Une réponse est alors possible sous la forme
de la compatibilité entre deux SEF ; ici il s'agit de la
compatibilité entre le tassement prévisionnel (SEF A)
et le tassement admissible (SEF B).

Tassements prtâvisibles et souhaités

il:l:li::li;::li:ii:l:iiiiiiilii:i:ii.:.:i:ii. i.:iir:r:l .:i:.ii:.,i.:r:.:.::r:rii:::i:iiii:.i .,.: iii:::i .,
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Tassements prévisi bles

Il s'agit de I'estimation du tassement d'une semelle
filante par la méthode pressiométrique de Ménard. Le
tassement pressiométrique total (s,) s'exprime dans
l'équation 11 par la somme de deux termes:le tasse-
ment de consolidation (s.) et déviatorique (so) (éq. 10) :

o(ls. = gE* lq

2/
= ^- lQ

9Ero t

et

S,=Sc+Sd;

avec B : largeur (B = 1,,50 m), D : profondeur d'ancrage
D = 1,0 m ), ql : charge (ql = 1 800 kN/ml) qui donne
une contrainte q (ici q - 1,2 MPa).

À partir d'une analyse géostatistique du profil du
module pressiométrique, nous associons à Enr. et Enr^
deux intervalles flous de représentation trap'ëizoïdaië
(Fig. 1a et éq. 1,2) :

Er. : ( 18 ;20 ;2 ;2 ;1) et Ero : Q0 ;25 ; 6,5 ;

Les autres paramètres sont déterministes. Les deux
termes du tassement sc et sd sont obtenus grâce à
l'équation 10 ;le tassement total (s*) calculé à partir de
l'équation 11 est évalué après linéarisation des fonc-
tions L et R (éq. 13), (Fig. 4) ; nous obteoonS :

I

4.75

=L 0.5

0.25

0

5

ii:iriiiiii.iilililiiiïiiiiii';ii:':iitit'fit4iit#:tii:t:t'

20 25 30 35 40 45
tassement (mm)

Intervalles flous associés aux tassements.
Fuzzy sets for settlement.

(11)

1) (12)

l510

s. : (7,39 ; 8,21 ; 0,67 ; 1,,06 ; 1)

so : (16,23 ;20,28;8,57 ;9,77 ;1)
s., i (23,61 ; 28,49 ;9,25 ; 10,83 ;1)

l0 20 30 40 50

(13)

-Qo)l".B,to

-eo)^oro[^.*)"

iiii:i:iiiiiiiiiiiiiiliiiiiiriiiiiiiii, i ;:iiiiii iilii:,,r,,iiiriiii

Tassements préconisés

L'objectif associé au tassement (s,) est défini par le
sous-ensemble flou B (Fig. 5). La déclaration de cet
objectif signifie que pour un tassement < 20 mm, Ia
solution est parfaitement compatible (!r = 1), que pour
un tassement > 50 mm la solution est incompatible.
(p - 0) et que pour un tassement e [20 mm, 50 mm]
l'adéquation de la solution est donnée par un degré de
compatibilité p e [0, 1].

B : (0 r20,0,30, 1)

I

0.7 5
_)J- 0.5

0.25

0

ïiiiïïiiliiiiïlirliiiiiiiiiiiiiïiiiHËiljiiïri Représentation de l'obj ectif lié au
tassement.
Fuzzy set for objective of settlement.
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ffi
Adéquation de la semelle
à atteindre l'objectif

L'adéquation d'une solution à un objectif (fiabilité)
est basée sur l'intersection logique des deux intervalles
; la position des noyaux respectifs (Fig. 6) montre l'exis-
tence d'un conflit ; Ia nature du conflit est déterminée
par la comparaison des positions des supports respec-
tifs (Al-Hajjar J., Boissier D., Boulemia J., 1991).

Les différents degrés de compatibilité sont calculés
à partir de l'expression (1) 

' 
A - tassement (s.) ; B =

objectif associé. Le profil de compatibilité entre I'objec-
tif et st est représenté par la figure 7 . La solution n'est
que partiellement compatible avec l'objectif ; le degré
de compatibilité maximal est de 0,85.

I

û.?5

:L 0.5

0.25

0

obie{rtif

20 3t 40 50
tassement (rnrni

iiiiillfiiii-iil'-liiii''iiiiiiit.'*ffitilr'iiiii lâtffif lÀi." 
de

s, Assessment and B

l'évaluation (st) et de

objective intersection.

profïl de compatibilité (max = 0.85)
1

0.7 5

0.5

0.25

0

0.2 0.6 0.8
degré de compatibilité

.;iiii:liiiiiiii1it1li|lii|liii|iiiiiiiçffiIi#ii|i1:i Profil de comptabilité entre l'évaluation et
l'objectif.
Profile of compatibility between objective and
assessment.

q)
o

a)F

:-
\()
o0
0)

E
Exemple 3
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Qua lités des cara ctéristiques de sol
dans une base de données

ffi
Probl ème

Nous disposons
contient, pour chaque
de variation pour une

\rF

d'une base de données qui
type de matériau, un intervalle
caractéristique donnée; à cha-

cun de ces intervalles est associé un indicateur de la
qualité de l'estimation de cet intervalle normé entre 0
et 1 (noté conf. : confiance accordée à l'estirnation). Un
utilisateur fournit une caractéristique d'un sol ainsi que
la confiance qu'il accorde à Ia mesure : à quelle classe
peut-on associer ce matériau ?

ffiffifi
Exemple (Boissi et D,t Boulemia C., Semmall 1., 1998)

Les données fournies par l'utilisateur concernant Ie
module pressiométrique pour une couche d'argile
sont: E - 4,5 MPa et conf_E = 0,3. Les cas de référence
trouvés dans la bibliographie ou dans une base de don-
nées concernant le module pressiométrique pour une
couche d'argile sont présentés dans le tableau suivant;
Emin et Emax sont les bornes des intervalles estimés
(Tableau VII).

iiiirtiiiiiiiiifir*.çffiÏffiîfiii. Domaine de variation de E pour une argile
(Nuyen s, 73), (Fascicule, 93).
Range of E for a clay (Nuyens,73), (Fascicule,
93.

À chaque intervalle, on associe une modélisation
par SEF donnée dans le tableau VIII avec les notations
de la figure 1a où U est l'ensemble des cohésions pos-
sibles pour les sols.

;iiiiiiiiiiiiiiiiiii rffiffitliiiilii Résultats de la modélisation des domaines
de variation.
Fuzzy parameters.

Nous constatons sur la figure B que le cas décrit par
l'utilisateur chevauche les trois cas de référence.

Le calcul de la confiance accordée donne les résul-
tats suivants (tableau IX).

Molle

Argile Plastique

Raide

Molle

Plastique

Raide
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1

0.9

0.8

0.7

0.6

{, o.s

o.4

0.3

o.2

0.1

0

01020304050
Module pressiométrique E (MPa)

tti:iitiiiiltï;tiiîlllî;ii?liiiiffii,,#i,#t Comparaison entre le cas décrit et les cas
de référence.
Objective and assessment comparison.

ffi
Cas de preuYes concordantes

Preuve 1 : l'expert annonce une cohésion entre 20 et
50 kPa ; la masse de croyance associée à cette informa-
tion est de 0,6.

Preuve 2; un deuxième expert annonce
sion entre 40 et B0 kPa ; la masse de croyance
cette information est de 0,7.

La preuve consensus a donc une masse
pour l'intervalle 140,501 kPa (Fig. 9).

Cas de preuYes discordantes

une cohé-
associée à

maximale

Preuve 1 : I'expert annonce une cohésion entre 20 et
40 kPa ; la masse de croyance associée à cette informa-
tion est de 0,6.

Preuve 2; un deuxième expert annonce une cohé-
sion entre 50 et B0 kPa ; la masse de crovance associée à
cette information est de 0,7.

Le principe de normalisation apparaît clairement
dans cet exemple (Fig. 10). La preuve consensus a donc
une masse maximale pour l'intervalle [50, B0] kP a ; Ia
masse d'ignorance (0,21) est plus importante que dans
le cas 1 (0, 12).

Commentaires

Sur les données

Les valeurs peuvent provenir de sources diverses
que nous avons regroupées sous le vocable n dire
d'expert I ; eo particulier elles peuvent être le résultat
d'un essai ou d'un calcul.

Les masses de croyance sont de type déclaratif et
estimées soit subjectivement soit à }'aide d'une grille
d'analyse construite à partir de critères tels que la fia-
bilité de la méthode d'évaluation, les références de
l'organisme donnant f information, la ressemblance
entre les conditions d'obtention de la donnée et les
conditions du cas réel fiabo/in situ).

i:ili;iiiiii+iiTiiiiiriiiiiiliiiiiïiii',iiiiir;r ïii:'''.,;iiiiiii
i:t::l:i:t:ili:lt:tii:t:::iit::ii:::i::ii::iiitii:ii:iil:i,:iiiii::::,jiti:t:i:l:liiriiiiiii,:i

Sur la méthode

Nous avons appliqué la méthode au cas de deux
preuv€S ; elle est bien sfir généralisable au cas de plu-
sieurs preuves ; son application impose à I'utilisateur
de s'interroger non seulement sur l'information mais
aussi sur sa fiabilité, car il est obligé de déclarer la
confiance (ou la méfiance) qu'il a en une information.

i:iiïiiiïiiii:iiiiiiiiiiii;iiiiii::ïïii:iiiiï::,,'riiiii::ti:iiii:i:,:iii:il
iixiïTiiiïïiiiiiiiïiri:iiiiiiriiiiri";:iiiir:irii+:iiiiiiii I
:ti:i:rïiii:r:r:iti::ir:r:r:r:r:r:r:ri:ir:irii:i:.itjit:ttiiiiijiitt:ttil:i:i:tiirtt:ji:ji:lii:l:li

Sur les r,ësultats

Les masses de croyance obtenues peuvent être utili-
sées directement en aide à la décision (affectation d'une

l--"' (8, argiie molle, o, silMPàl
l

-(E, argile plastique,3,8) (MPâ)

'^li - - - -(E, argile raide, 8,40) (MPa) 
|

\,f - _- fB,utqilu.-!.s,soEù (MPa)

\

l*iiiii$+l-+1ffÆffifintïiiiii Résultats de la discrimination
Results of the discrimination
making.

et décision.
and decision

La proposition n la couche considérée est une argile
plastique ) est retenue, car elle a le degré de vraisem-
blance le plus élevé et proche de 1 (confiance - 0,95) est
retenue ; la proposition cr la couche considérée est une
argile raide r est possible (confiance - 0,48) ; la propo-
sition a la couche considérée est une argile molle > est
rejetée (confiance - 0,2).

ffi
Conclusion de l'exemple

La méthode que nous avons proposée permet de
quantifier la possibilité qu'une caractéristique appar-
tienne à une classe donnée ; l'exemple très simple pré-
senté ici peut être étendu à des combinaisons d'infor-
mations successives permettant chaque fois d'infirmer
ou de confirmer cette appartenance.

-

Exemple 4l fusion dedonnées
Nous illustrons la règle de fusion de Dempster pour la

question ( quelle est la cohésion du sol ) ; nous proposons
deux exemples simples sous condition de concordance
des données (Fig. 9) et sous condition de conflit (Fig. 10)

Considérons pour un sol donné c = B0 kPa comme
borne supérieure de l'ensemble tc ignorance r (la valeur
maximale des cohésions). Supposons que nous ayons
obtenu deux preuves (réponses) à cette question.
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*i) 
Y\

-/ U',robt
Preuve 1 0.6 0,6 0.4 0.4
Preuve 2 0.3 0.7 0.7 0,3

Consensus 0,18 0,42 0,28 0,12 2= l
:i,iixitlti,iiir,1;iii1it'ltii1ri:iirl'.i1iffii1**'itt Affectation des masses. Cas des preuves concordantes.

Masses allocation. Heterogeneous evidences.

Preuve I | 0,6 0,4 0,4
Preuve 2 | 0,3 0,7 0,3

Consensus | 0,18 0,28 0,l2 2 = 0,58
Normalis. | 0,3I 0,48 0,2l 2_l

iiililiiliii:lii:Titiiiir$:iiiif#mii*p'iti Affectation des masses. Cas des preuves conflictuelles.
Masses allocation. Conflictinq evidences.

valeur à une classe) ou introduites dans un calcul. Elles
n'ont qu'une valeur comparative.

E
Conclusion

. Intérêts et limites
L'intérêt principal de ces méthodes possibilistes est

d'obliger l'utilisateur à expliciter la confiance qu'il
accorde à une information ; orr ne peut plus faire
comme si les données étaient exactes et on accepte de
traiter des informations approximatives ; cet intérêt est
aussi un des facteurs de rejet de ce type de méthode
jugée parfois dérangeante.

Techniquement, ces méthodes peuvent utiliser
aussi bien des informations qualitatives que quanti-

Aggaggarwal N., Quarrey P., Berry C.
(1993) - < Application des ensembles
flous et de l'aide à la décision au
domaine de l'orientation profession-
nelle r. Colloque < Les Applications des
ensembles flous >, Nîm es, 09/1993, ÉOi-
tions ECz, p. 41-50.

Al-Hajjar J., Boissier D., Boulemia C.
(1991) n Building substructural
design as fuzzy decision model >.
Mexico, CR de ICASP6, vol .2,
p . 107 6- 1 083.

Boissier D., Al-Hajjar J. (1990) - a Logique
floue et aide à la décision : application a

f infrastructure des bâtiments >. Pre-
mière table ronde sur la modélisation
des processus de conception créative,
Cabourg.

tatives, des statistiques pauvres ou des champs
d'expérimentation complets et les utilitaires d'aide à
la modélisation (transformation en SEF par exemple)
ne demandent pas de connaissances très sophisti-
quées.

. S,EF ou modèIes probabilistes ?
Les modélisations probabilistes et possibilistes ne

sont pas conflictuelles mais alternatives ou complé-
mentaires (La définition fréquentielle de la possibilité
permet éventuellement de faire le lien entre les deux
distributions). La modélisation possibiliste paraît mieux
adaptée à la gestion du qualitatif et de l'information
incomplète ; elle correspond aux phases primaires de
conception et à l'aide à la prise des décisions princi-
pales (choix de parti) . La modélisation probabiliste
demande de l'information quantitative et complète; elle
est mieux adaptée à la phase de calcul détaillé.
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