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Résumé
Les résultats présentés dans cet article expliquent au niveau microstructural
(c'est-à-dire du grain) les phénomènes que l'on observe ou que l'on mesure
au cours de l'étude statique.

A I'aide d'une technique expérimentale que nous avons mise au point, on
montre que le passage du milieu discontinu au milieu continu peut se traduire
par le rapport de la taille des grains à la taille de la facette macroscopique, par
conséquent on peut admettre, d'une manière générale, que les milieux granu-
laires sont assimilables à un milieu continu, tant que le coefficient de variation
est faible.

Abstract
The results described in this article should explain, at a microstructural level
(i.e. the grain), the phenomena observed or measured during a static study.

Using our experimental technique, it can be shown, that the transition from a
discontinuous media to a continuous one, can be characterized by the ratio of
the size of grains to the size of the macroscopic facet.

This article demonstrates that, in a general manner, granular media can be
assimilated to a continuous media as long as the variation coefficient is small.
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1. INTRODUCTION

De nombreux chercheurs ï41, [5], [8], t10] ont tentê,, à
partir des lois générales concernant les particules de
matière et de leur geomekie, de retrouver théorique-
ment le cornportement global du matériau. En fait ce
matériau présente une structure fuès complexe qui est
décrite par beaucoup de paramètres [3], l4l, [16], lr7l,
tlel

En faisant I'hypothèse d'homo gêneite et d'isotropie d'un
milieu constitué de sphères et en ne considérant que
le cas où le matériau est soumis sur son contour à une
pression isotuop€, FAUGERAS et GOURVES [11], ll2l
ont établi une loi donnant la répartition des forces de
contact entre les particules en fonction de la pression
exercê,e, ainsi que des caractêristiques élastiques et gra-
nulométuiques du matériau. CAN4BOU et SIDOROF [6]
partent de I'affirmation qu'une modélisation complète
du comportement des matériaux granulaires nécessite
une caractérisation macroscopique de l'état microstruc-
tural. CAMBOU ï71 a êtudie le cas d'un matériau bi-
dimensionnel. Il a ainsi déterminê, pour ce Çpe de
matériau, les dimensions du domaine à prendre en
compte (S à I fois les dimensions de la particule la
plus grosse) pour que la mécanique des milieux conti-
nus puisse s'appliquer. Dans le cas du sable, on peut
parler sans confuainte du corps continu dans la mesure
où une centaine de grammes de sable peut contenir
10i grains, qui est un nombre suffisamment grand t14].

Du point de vue macroscopique, on peut consi dêrer le
milieu granulaire comme un milieu continu, mais il est
nécessairement discontinu localement à une êchelle in-
termédiaire entre l'echelle macroscopique et celle du
grain. L'idêe d'un milieu continu est fondamentale dans
les théories déterministes, en fait I'hypothèse de conti-
nuité ne coffespond à aucun milieu granulaire rê,el, et
tous ces corps sont discontinus sur le plan microsco-
pique. A partir de ce qui precède, on voit qu'il est
intéressant d'étudier les milieux granulaires consid eres
comme discontinus par une approche probabiliste
puisque I'empilement des grains est aléatoire et les pro-
priétés locales au sein du milieu peuvent differer consi-
dérablement d'une région à une autue. Cela constitue
I'une des difficultés essentielles pour une définition ma-
thématique rigoureuse des variables locales telles que le
tenseur des confuaintes.

2. CONTRAINTES
EN MILIEU GRITNUIAIRE

Pour un milieu continu, la notion de contrainte est dê-
finie en un point ; elle est egale à la limite du rapport
(dF/dS) lorsque l'element de surface dS tend vers-zêro.
En tout point, le champ local des contraintes est défini
par un tenseur du second ordre appelê le tenseur de
contrainte. En rêalitê,, aucun milieu rê,el n'est continu.
Cependant les discontinuités ont une dimension telle
qu'à une echelle donnée, elles apparaissent comme né-
gligeables. L'hypothèse de continuité permet une sim-
plification importante et rend l'espace continu et
conforme aux exigences de I'analyse mathématique.
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Mais il va de soi que cefre hypothèse ne coffespond
pas au milieu granulaire constitué d'un ensemble
complexe de particules discrètes, de formes, de dimen-
sions et d'orientations diverses.

Dans Ie cas d'un milieu discontinu, la notion de
confuainte ne peut plus ëtre développee de la même
façon. Elle doit se kaduire par d'autres concepts et ceci
en tenant compte de la nature discrète du milieu. En
eff.et, la contrainte en un point d'un tel milieu ne peut
ëte définie que macroscopiquement.

Si on considère une surface macroscopique (dS) en-
tourant un point, dans Ie cas d'un milieu biphasique,
celle-ci entour era des parties vides et des parties solides.
Dans le cas où ce point appartient à une phase gazeuse,
la contrainte reelle est nulle. Dans le cas contraire, la
confuainte rêelle sera êgale à la contrainte existant dans
le grain en équilibre sôus l'action de plusieurs forces,
c'est ce que nous allons appliquer ultérieurement dans
l'étude microscopique.

Dans le cas de l'étude macroscopique, le processus
d'hom ogenêisation consistera à chercher un matériau
homogène équivalent c'est-à-dire qui doit se comporter,
pour des phénomènes mesurés sur une grande echelle
par rapport à la taille des hétérog eneitês, de la même
façon que le matériau hetêrogène donné. Pour ce faire,
il va falloir prendre la surface (dS) suffisamment grande
pour renfermer un très grand nombre de particules, de
façon à ce que les discontinuités soient négligeables.

3. ÉrunE MrcRosTATreuE

Le but de cefre analyse est de déterminer les pressions
isotropes relatives à chaque dimension des grains et
d'étudier leur dispersion afin d'analyser les réalités ex-
périmentales microstuucturales t15].

Rappelons à ce sujet que DAI\TU t9l et WEBER [19],
ont montré que la dishibution des forces de contact
n'est pas uniforme dans la structure. Ces auteurs ont
mis en évidence I'existence de chaînons de contraintes
composés de particules très sollicitées ; ils sont évolutifs
en fonction du chemin de contrainte suivi et s'orientent
en general suivant la direction de la contrainte princi-
pale majeure.

Pour étudier ces réalités expérimentales, oh a conçu et
realise un modèle, d'1,8O mètre de hauteur et de
0,30 mètre de longueur, simulant une fuanche d'un mi-
lieu granulaire enferme entre deux parois rigides paral-
lèles. Le matériau utilisé est un ensemble de rouleaux
cylindriques en polychlorure de vinyl ; le comportement
d'un tel matériau est analogue à celui d'un milieu gra-
nulaire [8], en particulier à celui d'un sable dense, il
présente en effet de nombreux points communs avec
ce dernier.

Compte tenu du nombre consid erable de petits rou-
leaux que comportait le massif, nous avons etê, amenés
à prévoir un système de sécurité prévenant tout ren-
versement. La stabilité du massif analogique est assurê,e
par un êcran amovible disposé sur la face arrière. En
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cours d'expérimentation, cette dernière est reculée ou
enlevêe complètement, afin de perrnefhe aux rouleaux
de se déplacer pendant les mesures effectuê,es lors de
l'étude statique et d'éliminer les frottements parasites.

3.1. Principe de la détermination
des forces de contact

La détermination de la pression isotrope passe par l'éva-
luation de la force nécessaire au déplacement longitu-
dinal du rouleau.

Deux cas sont possibles : soit le grain est inactif et
n'exige aucune force pour son enfoncement, alors on
peut consid êrer qu'aucune force de contact n'existe à
la péripherie du grain, soit le grain nécessite une force F
pour son déplacement, alors il existe des forces de
contacts enhe le grain et ses voisins.

Soit F, I la composante radiale de la force de contact
entre les grains,

à : l'angle de frottement longitudinal.

La résistance à I'enfoncement du rouleau peut s'écrire :

R_IF,tgg
i

I F, _ la somme des forces appliqu ées sur le rouleau,
dêplacê, par les rouleaux voisins.

Ce qui coffespond, suivant la loi physique de l'Action-
Réaction, à la force de poussée F sur le rouleau, soit :

F_IF,tgà

On appelle pression isofuope équivalente du grain, le
rapport de la somme des composantes radiales des
forces de contact à la surface laterale du rouleau en-
foncé. soit :

P: [()F,)/(2nrl)] - t(F)/(Stg8)l

r:rayon du rouleau;d - 2r: (2,3 ou 4mm),
I : longueur du rouleau, 1

tgà : coefficient de frottement latéral.

3.2. Mise au point d'un appareillage
de mesure des pressions isotropes

Pour pouvoir faire une étude microstatique, oD a êtê
amenê, à réaliser un système de mesure qui permette
d'évaluer les pressions isotropes exercê,es aL niunuu d,e

chaque grain. L'ensemble du système comprend :

un capteur de déplacement,

un dispositif électronique qui permet de bloquer la
valeur de la tension minimale,

un convertisseur qui assure la conversion analo-
gique-numérique,

un ordinateur pour le stockage des mesures.

A I'aide du capteur SCHLUMBERGER CD M2I/I, âu-
quel un ressort a êtê ajouté, on a déterminé la force
nécessaire pour déplacer les rouleaux, ce capteur est
branché sur un dispositif électronique (fourni par le la-
boratoire d'êlectonique de I'ENSTIMD), qui transmet,
sur le voltmètre, la valeur ma<imale de la différ ence de
potentiel obtenue.

En fait, ce système donne une tension proportionnelle
au déplacement et grâce au ressort, le déplacement, à
son tour, est proportionnel à la force exercê,e sur le
capteur et par conséquent, le système nous fournit une
tension proportionnelle à cette force.

Dans le cas de l'étude statistique, deux ressorts diffé-
rents ont êtê utilisés, le premier assez résistant, ce qui
permet d'opérer sur la partie inférieure du massif ; le
second, contrairement au premier est très sensible, ceci
afin de pouvoir opêrer sur la partie haute du massif.

On a réalisé une courbe d'étalonnage permettant d'ob-
tenir les forces à partir des tensions. Des paliers appa-
raissent, coffespondant aux domaines d'utilisation des
deux ressorts. La linéarité de la charge en fonction de
la tension change lorsque I'on passe d'un ressort à
l'autre. Grâce à cette courbe d'étalonnage, on en déduit
la force, que I'on exerce avec le capteur sur le grain, à
partir de la tension affichee sur le voltmètre.

3.3 Mise en place du matériau
Elle se fait de façon aléatoire pour evtter I'accumulation
importante de rouleaux de même diamètre dans un
secteur donné. Ils sont disposés dans le massif sous
l'eff.et de la pesanteur, les couches successives ne sont
pas compactêes, mais simplement disposées de façon à
ce que les gênérahices rectilignes des rouleaux soient
bien parallèles entre elles. On suppose que la densité
initiale de mise en place est constante.

Une seule et même proc edure a êtê suivie pour réaliser
tous les essais qui consistent à rechercher la répartition
des pressions isotropes au sein du massif en fonction
de la profondeur. Pour cela le massif a etê, quadrillé en
diverses cases canê,es repêrêes par une abscisse et une
ordonnée, sur chaque carrê on relève la pression iso-
trope. On repète les experiences plusieurs fois afin
d'avoir un nombre de mesures suffisant permettant ainsi
une analyse statistique satisfaisante.

3.4. Résultats et analyse

Sur le capteur a êtê adaptêe une tige de diamètre
1,5 mm peffnettant ainsi de ne pousser que sur un grain
au ma<imum. La mis e en æuwe des essais se déroulait
de la même manière pour chaque expêrlence.

Pour chaque hauteur du massif, 18 mesures de force
de contact ont êtê effectuees sur des rouleaux choisis
aléatoirement. Les valeurs obtenues sont stockées puis
tuaitées par un programme informatique dont la finalité
était de fournir, pour chaque hauteur et pour chaque
diamètre :

la pression isofuope moyenne,
l'êcart-lype,
le coefficient de variation,
le pourcentage des rouleaux libres.
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Ainsi les figures 1, 2 et 3 reprêsentent l'évolution de la
pression isotrope en fonction de la profondeur relati-
vement aux rouleaux de diamètre 2, 3 et 4 mm.
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Pour caractériser la dispersion des valeurs expérimen-
tales de la pression isofuope, on a calculé l'écart-type
en recherchant la racine carrêe de la variance, et on a
divisé ce dernier par la moyenne arithmétique de I'en-
semble des valeurs mesurées ce qui définit le coefficient
de variation utilisé.

On a également tracê, les courbes concernant le coef-
ficient de variation en fonction de la profondeur. Ainsi
les courbes des figures 4, 5 et 6 montrent que le coef-
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La comparaison entre ces courbes, montre que les va-
leurs mesurées varient d'une courbe à l'aufue. En effet,,

nous constatons que les pressions isofuopes diminuent
au fur et à mesure que le diamètre des grains aug-
mente.



PASSAGE DU MILIEU DISCONTINU AU MILIEU CONTINU : APPROCHE EXPÉRIMENTATE

ficient de variation est indépendant de la profondeur.
Cependant, la valeur du coefficient de variation moyen
varie d'une courbe à l'aufue. Cette variation ne peut ët.e
due qu'aux dimensions des grains.

Précisons en plus que les courbes ( pression isofuope
en fonction de la hauteur " tendent vers une certaine
limite bien déterminêe, qui augmente au fur et à mesure
que la dimension des grains diminue. L'exploitation lo-
gique de cela est que, sous leur propre poids et le poids
des couches supérieures, les grains prennent une po-
sition d'équilibre, et cette position est de plus en plus
stable pour les grains u actifs ,. Les faibles dimensions
qui sont d'ailleurs moins nombreuses, puisque sur l'en-
semble des grains poussés, on a compté 35 Vo de grains
libres de diamèhe deux millimètres alors que le pour-
centage n'est que de 78 Vo et de I1 Vo respectivement
pour les grains de diamètue quafue et trois millimètres.
Cela confirme que les petits grains fuouvent plus faci-
lement place dans les voûtes qui se forment au sein du
massif. A ce propos, nous avons tracê le pourcentage
de grains inactifs (grains qui ne participent pas à la
transmission des efforts) en fonction de la profondeur
(fis. 7).
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Donc les grains de faible dimension, quand ils sont ac-
tifs, ont une disposition telle que la prés ence des grains
qui les entourent, a une grande influence sur leur équi-
libre et prend part à la distribution des forces ; ceci
s'accentue avec la diminution de l'abondance des grains
inactifs. Ces observations expérimentales nous per-
mettent de souligner combien il est important, si l'on
veut rester proche du milieu continu, de considérer une
surface macroscopique, suffisamment grande de façon
que les discontinuités (grains inactifs, vides) soient nê-
gligeables, et suffisamment petites pour qu'on puisse
parler de confuaintes macroscopiques. Donc à l'êchelle
des grains, le milieu est discontinu ; à une echelle plus
grande (possibilité de définir cette surface), nous diions
que le massif est un milieu continu fictif dont les pa-
ramèfues sont globaux. Ils sont dêterminés par des lois
simples qui reprêsentent rarement la realitê.

4. PASSAGE DU MILIEU DISCONTINU
AU MILIEU CONTINU

4.L. Position du problème

Parallèlement à ces fuavaux, s€ développe une aufue
voie expérimentale utilisant u I'appareil biæ<ial " qui a etê,
mis au point par FAUGERAS en 1979 ; il est constitué
par un moule de quafue éléments mobiles les uns par
rapport aux aufues. Deux cadres métalliques indépen-
dants assurent la mise en charge par un système vis-
écrou. L'ensemble est posé sur un plan lisse horizontal.
GOURVES et MFZGHANI I13l se sont attachés à I'ana-
lyse des phénomènes discrets se produisant au sein du
matériau analogique. Pour cette étude à l'éch elle locale,
ils ont procêde à une analyse statistique de l'état de
confuainte rnacroscopique au sein du milieu, en utilisant
cet appareil de compression dans le cas d'un milieu
non pesant. Leurs résultats sont très intéressants, dans
la mesure où ils monfuent que la contrainte macros-
copique au sein d'un matériau granulaire, est une va-
riable aléatoire obéissant à une loi normale définie par
une caractêristique de position et une caractêristique de
dispersion. La containte moyenne est êgale à la
confuainte régnant au point considéré et pour la même
direction de facette, âu sein du milieu continu équiva-
lent, c'est-à-dire du milieu homog eneisê,. Ces auteurs,
en utilisant des plaques rectangulaires de tailles diffé-
rentes, ont mis en évidence I'influence de la taille de la
facette macroscopique consid erê,e sur la dispersion des
valeurs expérimentales des contraintes.

La suite de cette étude confirme et généralise leurs
résultats et par conséquent répond à la question sui-
vante : Peut-on traduire le passage du milieu discontinu
au milieu continu par le rapport de la taille moyenne
des grains à la taille des tiges de section circulaire ?

Signalons tout d'abord que nous avons travaillé, contrai-
rement à GOURVES et MVGHANI [13] dans un mi-
lieu pesant soumis ou non à une charge sur sa surface
libre. En ce qui con cerne les essais, ils ont etê, effectués,
non pas avec des plaques rectanguiaires, mais avec des
tiges de sections différentes ce qui change complète-
ment les données du problème résolu par GOURVES
etMFZGHANI.

Fig. 7. - Pourcentage des grains inactifs en
de la profondeur du massif.

Fig 7. - Percentage of inactive grains as a
of depth.

fonction

f u nction

Sur cette courbe, ofl constate une diminution du pour-
centage des grains inactifs " libres " en fonction de la
profondeur ; cela est dû au fait qu'au fur et à mesure
que I'on s'enfonce vers le fond du silo, la pression des
couches supérieures sur les couches inférieures aug-
mente. Le matériau se compacte, et il se crêe un ar-
rangement régulier. Le matériau passe alors d'une
configuration lâche à une configuration dense, ce qui
empêche la formation des voûtes où les grains libres se
logent.

En fait, on se rend bien compte lors de l'essai que la
force mesurée pour déplacer les petits grains sôit est
nulle, (alors, le grain est waiment inactif) ou bien est
très importante (alors, le grain est actif et la force d'en-
foncement est fuès grande). Cette constatation change
avec les dimensions des grains. En effet, dans le câs
des gros grains, il n'y a plus deux tlnpes de forces d'en-
foncement, mais fuois :

le grain nécessite

le grain nécessite

le grain nécessite

une force importante,

une force moyenne,

une force quasiment nulle.
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4.2. Influence de la taille
de la facette macroscopique

Deux ppes d'essais ont etê effectués, un relatif au massif
non chargé et I'aufue relatif au massif soumis sur sa
surface libre, à une charge Q _ 400 N, à l'aide de tiges
de sections circulaires de différents diamètres. La même
granulométuie que precedemment a êtê utilisée ce qui
a permis d'avoir un rapport " taille de grains taille
de tiges ,' variable. Les tiges utilisées avaient des sections
circulaires de diamètre 4 mm, 10 mm, 20 ffiffi, 30 mm
et 40 mm.

il faut rappeler que la confuainte macroscopique est
définie comme la somme des composantes normales
des forces s'exerçant sur les particules divisée par l'aire
de la facette macroscopique consid erêe. Dans le cas
présent, cette facette coffespond à la taille de la tige
utilisée. Pour mettre en évidence I'influence de la taille
de cefre facefre, sur la dispersion des mesures, on a
déterminê, tout d'abord, pour les différents points de
mesure étudiés et pour les différentes tiges, les carac-
téristiques de position (moyenne arithmétique). Les ca-
ractéristiques de dispersion, notamment l'ê,cart-type et
le coefficient de variation relatifs aux confuaintes iso-
fuopes pour chaque niveau de massif ont êté ensuite
déterminés.

Les courbes des figures 8 et 9 reprêsentent l'évolution
du coefficient de variation moyen de la contrainte iso-
trope en fonction du diamètre de la tige.

Rappelons qu'à l'aide de la technique expérimentale de
mesures des efforts nécessaires pour déplacer un en-
semble de rouleaux [1], 1721, il était possible de dêcrire
la répartition des confuaintes au sein du matériau ana-
logique. Ainsi, il a êtê confirmé que dans le modèle
contenant de la matière, soumis à une charge ou non,
les efforts n'augmentent pas indéfiniment lorsque la
hauteur du matériau croît ; ils tendent vers des limites,
comme diverses lois de détermination des efforts sta-

tiques dans les silos le montrent. Les résultats obtenus
coîndicent notamment avec ceux de JAI\SSEN et
ABRIAK t1].
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Fig. 8. - Evolution du coefficient de variation moyen
de la contrainte isotrope en fonction du diamètre

de la tige (Massif granulaire non chargé).

Fig B. - Evolution of the mean variation coefficient
of the isotropic stress with the diameter of the stalk

(Granular bulk free of charge).
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Fig. 9. - Evolution du coefficient de variation moyen
de la contrainte isotrope en fonction du diamètre
de la tige (Massif granulaire chargé O - 40 daN).

Fig 9. - Evolution of the mean variation
coefficient with the stalk diameter

(granular bulk with charge O - 40 daN).

Pour rester plus proche d'une part d'un milieu continu,
d'autre part de la théorie de JAI\SSEN, il faudrait tuou-
ver un compromis entre la taille moyenne des grains et
la taille de la tige. En effet, la tige de diamètre 4 mm
n'affecte pas un nombre suffisant de grains pour ëtre
reprêsentative du milieu pour que la notion de
contrainte macroscopique puisse ëne appliquée et
qu'ensuite les valeurs des contraintes isofuopes tendent
à profondeur infinie vers une valeur asymptotique
similaire à celle prédite par JAI\SSEN et JENIKE (cf.

ABRIAK t1]).

Précisons que I'exploitation des résultats obtenus à
l'aide de cefre tige (4 mm) a nécessité un nombre très
important d'essais, alors que dans le cas de la tige de
diamèhe 40 mm, nous n'avons eff.ectuê, que quelques
essais (3 séries de mesures) pour obtenir des résultats
similaires. Ceci s'explique, dans ce cas, par le fait que
les discontinuités sont de plus en plus négligeables par
rapport à la taille de la facette consid êree. Il semble
donc à peu près certain qu'à partir d'une certaine taille
de la tige, la facette macroscopique ne peffnet plus une
bonne reprêsentation du matériau considéré et de ce
fait, les conhaintes isotropes obtenues par la technique
expérimentale présentent des différences notables par
rapport à celles obtenues par la théorie de JAI\SSEN.

Il importe de souligner que l'étude de la dispersion des
valeurs des contraintes isokopes (fig. g et 9) confirme
bien tout ce qui vient d'être exposé ; ainsi le graphique
de la figure 8 fait apparaître l'évolution du coefficient
de variation moyen de la confuainte isotrop e en fonction
de la section de la tige. Pour un diamètre donné,
le point coTrespondant repr êsente la moyenne de
25 coefficients de variation, chacun d'eux portant sur
36 mesures individuelles. Au total, cetle courbe, qui
teste cinq diamètres différents de tiges, résulte de
4 500 prises de mesures. Nous constatons qu'au fur et
à mesure que la section de la tige augmente, la courbe
décroît ; il est intéressant de remarquer que la courbe
obtenue par GOURVES eTMFZGHANI [13] en utilisant
Ie biæ<ial horizontal et des plaques rectangulaires pre'
sente le même sens de variation. Ainsi, on confirme que
le passage du milieu discontinu au milieu continu peut
se fuaduire par le rapport de la taille moyenne des
grains à la taille des tiges.
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5. CONCLUSION

Les résultats présentés ici ont permis d'analyser et par-
fois d'expliquer au niveau des particules, les phéno-
mènes que l'on observe ou que l'on mesure au cours
de l'étude statique, par exemple ,r la prés ence de voûtes
de charge ,.

Nous avons pu montrer I'existence de particules inac-
tives dans toutes les couches du massif. Leur existence
contribue à augmenter le nombre de voûtes de charge
à I'intérieur du massif faisant que certains éléments ne
sont soumis à aucune forc e. Leur nombre diminue avec
la profondeur, mais ne s'annule pas.

La première conclusion de cet ensemble d'études ex-
périmentales est que l'on peut admethe que les milieux
granulaires sont assimilables à un milieu continu, tant
que le coefficient de variation est faible. Dans le cas
présent, on peut dire que plus la section de la tige est
grande, plus les discontinuités sont négligeables et de
ce fait, plus la facette est reprêsentative du milieu, donc
plus on tend vers Ie milieu continu. Ceci apparaît net-
tement sur la figure 8 : celle-ci traduit bien le passage
du milieu discontinu au milieu continu et, de ce fait,
elle confirme cefre conclusion.
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