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Résumé

Nous présentons une méthode numérique aux éléments finis pour la simulation
des excavations incrémentales dans le cas des matériaux élastoplastiques. Les
équations non-linéaires sont dérivées de formulations variationelles qui'tiennent
en compte la variation des limites du domaine pendant les diverses étapes de
l'excavation, et satisfont l'hypothèse de contraintes nulles au niveau de i,exca-
vation grâce à l'utilisation des éléments dit < fantômes >.

La validité de l'algorithme est justifiée théoriquement par le travail virtuel inté-
rieur nul du domaine excavé et numériquement par le traitement des exemples
élastiques linéaires, élastiques parfaitement-plastiques et élastoplastiques avec
écrouissage isotrope. La méthode proposée satisfait le principe de là solution
unique, aussi bien dans le cas de l'élasticité linéaire, que dans le cas élasto-
plastique.

excavations des sols élastoplastiques
méthode des êlêments finis

bstract
The objective of this paper is to propose an efficient, finite element based,
numerical procedure for simulating multi-stage excavation. The non-linear finite
element equations are derived from a variational formulation which accounts
for time-varying problem domain and boundaries, which combined with the arti-
ficial inclusion of ghost elements satisfy the assumption of a stress-free exca-
vated surface.

The validity of the proposed algorithm is justified theoretically by a zero inter-
nal virtual work of the excavated domain, and numerically from examples cove-
{ng the linear elasticity and _the elastoplasticity (perfect and/or with hardening).
The proposed method satisfies the principre of a unique solution, in the caîeof linear elasticity, as well as in the case of elastopiasticity.
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PRINCIPALES NOTATIONS

la transposée de la matrice reprêsentative du
tenseur a
le tenseur des contraintes

le tenseur des déformations

le déviateur de o
le déviateur de €

le premier invariant du tenseur des contraintes

le deuxième invariant du tenseur des contrain-
tes déviatoriques

vecteur des déplacements

le tenseur de Kronecker
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matrice

matrice

des fonctions d'interpolation nodale

de transformation déplacements-défor-

de rigidité élêmentaire

de rigidité globale

multiplicateur plastique

module de cisaillement

module de compressibilité

rapport des axes de la surface elliptique
(modèle Cup)

paramètres de la fonction d'écrouissage du
modèle Cap
poids volumique du sol

coefficient de pression des terres au repos

1. INTRODUCTION

La simulation des excavations, dans le contexte de
la méthode des éléments finis implique, selon le cas,
la prise en compte de divers facteurs comme le
déchargement, l'interaction sol-structure, l'inclusion
artificielle des éléments inexistants connus comme êlê-
ments u fantômes )) (1) et la manipulation de formu-
lations mathématiques assez complexes provenant des
facteurs exposés ci-dessus.
Dans l'approche conventionnelle, qui suppose un
comportement linéaire élastique, on calcule les dépla-
cements et les contraintes comme si I'excavation avait
êté rê,alisê,e en une seule phase ; donc on ne prend
pas en compte le vrai chemin des contraintes ainsi
que la non-lin ê,aritê, introduite par la nature incrémen-
tale d'une excavation.
Les premières méthodes numériques de simulation
d'une excavation, DUNCAN et al. (7969), CHANG
et al . (1970), sont basées sur I'hypothèse qu'au niveau
de l'excavation les contraintes sont nulles (stress-free
surface) . Selon cette notion, à la surface de l'excava-
tion, des forces nodales statiquement équivalentes aux
contraintes initiales, mais opposêes en signe, s'ajou-
tent au vecteur global des forces. Selon sa précision,
la méthode de calcul de ces forces nodales influence
la solution.

(1) On appelle êlêment fantôme un êlément dont I'assemblage par-
ticulier lui permet de passer inaperçu par la procédure de résolu-
tion des équations problèmes.

REVUE FRANCAISE DE GEOTECHNIOUE

ISHIHARA (1970) a posé le principe d'une solution
unique, indépendante de I'histoire de l'excavation,
pour les matériaux linéaires élastiques, dont le com-
portement peut être considéré comme indêpendant du
temps. GHABOUSSI et PECKNOLD (1984) , en
employant la formulation provenant du principe des
travaux virtuels ont abouti à une solution unique dans
le cas des matériaux élastiques linéaires. Néanmoins,
des algorithmes numériques proposés par CHRISTIAN
et al . (1973), et CLOUGH et al . (1976) n'étaient pas
en position de vêrilier numériquement I'existence
d'une solution admissible unique. La solution finale
de ces algorithmes a êté très influen cê,e par la géo-
métrie du maillage et le nombre des étapes de l'exca-
vation. Afin de proposer un algorithme efficace,
DESAI et SARGAND, (1984) ont utilisé une méthode
hybride de haute précision, pour les calculs des for-
ces nodales équivalentes. L'efficacité de cette méthode
est contrebalancé,e par une certaine complexité et un
alourdissement essentiel des calculs.

Récemment BORJA et al. (1989) ont proposé une
procédure numérique basée sur une fonction de pon-
dération (weighting function) variable dont I'applica-
tion dans des cas élastiques parfaitement plastiques
(modèles de VON MISES et de DRUCKER-PRAGER)
combinée avec une excavation monotone, a justifié
son indépendance du nombre des étapes.

Cependant, l'utilisation des éléments fantômes pour
simuler le domaine de I'excavation, combinê,e avec
une méthode de résolution de systèmes semi-positive
(algorithmes à double pivot) nous semble plus avan-
tageuse et efficace car la contribution des éléments de
l'excavation est rejetê,e par la procédure de la résolu-
tion. Les équations, non-linéaires dans le cas gênê-
ral, provenant de formulations variationelles, ont été
dêrivées afin de tenir compte de la notion des êlê-
ments fantômes, événement qui permet la variation
du maillage original.
En se basant sur I'hypothèse que la continuité du phé-
nomène de l'excavation peut ëtre discrétisêe par rap-
port au temps en sous-espaces u chroniques u pen-
dant lesquels I'enlèvement d'une partie du maillage se
fait instantanément, on peut ëtre amené à la conclu-
sion que la formulation variationelle ne dépend plus
du temps réel mais des sous-espaces de discrétisation
que l'on appelle étapes de I'excavation.

2. FORMULATION CÉNÉRALE

On considère le corps de la figure 1 soumis à un
champ de forces volilmiques, fo; à des forces surfa-
ciques ft, et à des forces concentré,es F, qui peuvent
varier pendant I'excavation . L'êquilibre du corps im-
pose la satisfaction des conditions aux limites, don-
nêes par les équations 2 et 3, et de l'équation 1 en
tous points à l'intérieur du corps :

Vo(u) 1u : 0

u : ug Surlg
o(h) : fs sur 15

étant I'opérateur du vecteur du gradient,
étant le tenseur de contraintes de Cauchy,
étant le vecteur de déplacements prescrits,
étant le domaine du problèffi€,
U f6 : I les limites du problème.

(1)

(2)

(3)
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SIMULATION DES EXCAVATIONS DES SOLS ETASTOPLASTIOUES PAR LA MÉTHoDE DEs ÉLÉMENTS FINIS

Domaine à excaver

Variation schématique du domaine et des limites
introduits par l'excavation.

1. Schematic variation of domain and boundaries
produced by an excavation.

53

blage , eff respectant , efr même temps, des variations
introduites par les étapes d'excavation.

I i t.1î) 
o,!'")LJ Jy,.,(m)

I i , t(Jn ffrt'"l ds + I/J lc (m) sv 
/J

oJrn et i dénote nt élément et

Iynt-t 
tun f3t-t dv +

'u f; (t2)

dv:T

Fig. 1 .

Fig

Dans le cas d'une excavation, l'upplication des équa-
tions 1-3 se généralise en permettant la variation du
domaine et des limites du problème ainsi que du vec-
teur des forces surfaciques et concen trêes.

V:V(n) :Vn
fs : fs (n)

16 : f6 (n)

fs: fs(n) : f;
F(n) : F,.,

où n désigne l'étape d'excavation.

En conséquence la formulation provenant du principe
des travaux virtuels est affectée et devient :

Wino(n) : W"*rr(r)

où:
W,no(n) : I t. o dv

,Vn

représente le travail intérieur, et :

La contribution de l'élê,ment m s'annule quand son
volume Vn(m) est déterrê,, à l'êtape correspondante n.
De la même manière, les forces concentré,es au næud
i s'annulent si le domaine excavê I'englobe. Les dépla-
cements Un(m) , 8t par conséquence les déformations
e,.,(m), correspondant à l'étape n, mesurés en système
local peuvent ëtre exprimés en fonction des déplace-
ments nodaux globaux.

Pour l'êlêment m on peut donc êcrire :

Urr(m) : ry(m) Un

e',(-) - 3(m) Un

La substitution des équations 13, 14, 15 à
72 conduit à l'équation suivante :

où:

51(m) dénote la matrice des fonctions d'interpolation
de l'élêment m,

3 (m) dénote la matrice de transformation déplace-
ments-déformations.

il est à noter que les matrices N et B ne dépendent
que de la forme et du type de l'êlê,ment et restent
constantes pendant l'évolution des étapes.

Les contraintes actuelles d'un élê,ment se calculent en
fonction des contraintes initiales onl(-), des déforma-
tions actuelles en(m) , et de la matrice de rigidité êlê-
mentaire ç (m)

on(-) - Cn(-) en(rn) + onl(-) (15)

l'équation

tu,., tD jv,.,t_t tg(m) cn(-) g(m) du] un

: 'un t D jynt-t tP (m) f,,b(*) du]

+ tun tD isnr_r 
t51(m) fns(*) dr] (16)

tu,' tD lynt_r 
tg(m) ol(-) du]

+ tun F;

næud, respectivement.

(13)

(14)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(e)

(10)

W"*o(n) - J,, 'U,., 1u dv
vn

+ [^ 'un fl ds + E tg FÂ (11)
,ùn

reprêsente le travail extérieur, avec :

t€ la transp osêe du vecteur des déformations virtuel-
les,

U le vecteur des déplacements.

Les diff&entes étapes d'une excavation sont considé-
rées comme des êvênements instantanés. L'excava-
tion peut donc ëtre approchêe par une soustraction
des næuds et des êlê,ments du maillage original. Les
principes de la méthode des éléments finis et l'hypo-
thèse précédente permettent l'intégration de l'équation
qui résulte du principe des travaux virtuels par assem-

f-s tnt
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qui multipliée à gauche par [tU"] 
- t

tD jynr,.,'l t3(m) cn(-) 3(m) du]

: 
T 

lvnt'l 
t11(m) fnb(*) dv

+ 
T Isnr-l 

t11 (m) fn'(-) ds

T lvnt-l 
tg (m) onr(-) dv

+F;
qui peut être ré,éuite sous la forme

KnUn: Rn

avec :

REVUE FRANcATSE DE cÉorecHNrouE

de rigidité globale K à partir des matrices C, ainsi que
du vecteur des forces résiduelles à chaque itération.
La matrice de la rigidité globale est construite selon
l'équation 26.

Kl : I [ , .,, 
t3(m) C] t-t 3(m) dv Q6)U^ Jyn(m)

Parmi les termes de l'équation 26 seule la matrice de
rigidité élê,mentaire, qui exprime la variation du vec-
teur de contraintes par rapport au vecteur de défor-
mations (équation 27) dépend de l'itération k.

No 58

Kn - \) [ ,*,, t3(m) Cn(*) 3(m) dv Q0)U^ Jyn(m) -rr

La dêpendance de Kn de l'êtape n consiste en
l'annulation de la contribution de l'élé,ment m, selon
la présence ou non de l'élê,ment pendant l'êtape n.
Le vecteur des forces Rn contient l'effet des forces
volumiques :

R.,b : D iynt_t 51(m) f,.,b(*) dv

l' eff.et'des for."r-rurfaciques,

Rno : D j5ntn't p (m) 
fns(m) dv

l'eff et des .ontruîtn, initiales,

R'l : D lynr-l 
tg (m) o,l(*t dv

et l'effetdes ,ori", concen trées,

ff-Fn

(23)

Rn:Rl+ff Rl+R;

La matrice K,., est la matrice de la rigidité
se construit par I'assemblage des matrices

élémentaire Cn('") .

il est à souligner que I'analyse non-lin ê,aire
une solution itérative pour chaque êtape si
l'équation 18 devient :

K*u#:RJ
où k dénote le nombre actuel de I'itération à

z

M:I nkiLI
n-1

où kï et z dénotent le nombre total d'itérations pen-
dant l'êtape n, et le nombre total des étapes respec-
tivement.

Les déplacements qui correspondent à l'itération k
sont ajoutés aux déplacements prê,cê,dents,

(27) UJ : Unk-r + au,l (2e)

Le résidu de forces R# résulte de la soustraction du
vecteur de forces intérieures Rh.'no , pâr le vecteur de
forces extêrieures R.f"*t,

(22) Le vecteur des forces intérieures dépend à la fois de
l'étape de I'excavation et de I'itération, tandis que le
vecteur des forces extêrieures est indépendant de
I'itération.

Or:
R,|,,n,, : Rnt,u : D ju,r tB* o.ll-) dv

(27)

La matrice C, et par conséquence la matrice K, sont
constantes dans le cas d'une analyse élastique linéaire,
tandis que dans le cas élastique-parfaitement plasti-
que elles sont influen cé,es par le régime et par le che-
min des contraintes. Dans le cas des matériaux élas-
toplastiques avec écrouissage, I'histoire des déforma-
tions joue en plus un rôle significatif. La solution non-
linéaire impose la reconstruction des matrices C, K,
du vecteur R et la résolution itérative de l'équation
25 au total M fois.

(28)

(30)

est déduit à partir

+R;

3. ALGORITHME - MISE EN OEUVRE

La résolution de l'équation 25, non-lin é,aire dans le
cas gé,nêral, nécessite la reconstitution de la matrice

vecteur des forces extêrieures
l'équation suivante :

Rn,"*tr:R: +Ri

les termes RH, R;, Rfi étant donnés par les équations
2I, 22, 24 respectivement.

On peut donc ëtre amenê par un processus itératif
à la solution finale.

uh : uh-1 + tKhl-1 [Rn,u*t, R*,.u] $2)

L'utilisation du maillage initial, sans renumérotation
des næuds et des éléments pendant les diverses êta-
pes, peut ëtre mise en æuvre en utilisant l'équation
76 mais à condition que les hypothèses suivantes
soient satisfaites.

devient :

un

(17)

bien connue :

(18)

( 1e)

globale qui
de rigidité

(24)

nécessite
bien que

(25)

l'étape n.

n k(m) ôo#(-lvn 
ôe jt-t

Le
de
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Pour les êlêments déjà excavés il faut que :

a. la contribution de l'êlê,ment m à la matrice de rigi-
dité globale soit nulle, i.o.

[ ,_,, 
tg (m) C]t-t g (m) dv : 0 v m € Ml,.. (33)

J y,.,(m/

où Mâ*. dénote l'ensemble des éléments à excaver
jusqtr'à l'êtape n, (n y compris) ,

b. la contribution de l'élê,ment m au vecteur global
des forces soit nulle , i.e.

r(m) :RJf;J R,$l :o vm€Ml*. (34)

Remarque : l'équation 33 conduit à une matrice de
rigidité globale semi-positive dont la résolution néces-
site un algorithme particulier à double pivot.

Pour satisfaire la première hypothèse on met C = 0.
En ce qui concerne la deuxièffi€, au lieu de recons-
truire le vecteur global de forces, il nous semble plus
efficace d'éliminer la contribution du vecteur de for-
ces intérieures Rj en considérant les contraintes ini-

tiales onl(*) égales à zêro dans l'équation 30, et de

soustraire les vecteurs des forces êlé,mentaires Rg,
R;, du vecteur global de forces. De cette manière

l'équation 34 est satisfaite directement.

L'automatisation de la procédure nécessite, pour tous
les éléments et næuds à excaver un indice ( pseudo-
chronique > qui déclare l'étape de I'excavation de l'êlê,-
ment associé, ainsi que le stockage et la disponibilité
permanente des vecteurs êlê,mentaires des forces.

L'activation de l'indice ( pseudo-chronique > déclen-
che la procédure d'annulation de la contribution de
l'êlément concerné, êvénement qui permet l'utilisation
directe de l'équation 77 , en respectant en même
temps les hypothèses fondamentales exposées ci-
dessus. La vérification et l'admissibilité de la méthode
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peuvent ëtre justifiées par le critère du travail virtuel
intérieur de chaque élêment déterré, qui doit ëtre nul.

wn(,*,, Iun_, 
t.i-t oj'") dv : 0 v m € M"*. (3b)

4. APPLICATIONS - VÉNTFICATIONS

Quatre exemples d'excavation en déformations planes
ont été étudiés. Pour tous les quatre la même sché-
matisation a êtê utilisée. La hauteur du maillage est
êgale à H : 16 m et sa largeur à L : 30 m.

Le maillage est constitué de 72 éléments quadratiques
isoparamétriques à 8 næuds avec 4 points d'intégra-
tion de type de produit 2 * l, [11], et 25I næuds
(fig. 2). Le domaine à excaver est constitué des êlé-
ments 54, 55, 56, 62, 63, 64, 70, 7I, 72 et ses
dimensions sont égales à 6 m sur 9 m, de hauteur
et de largeur respectivement. Les næuds tout le long
de la base de la structure sont fixés en x et y, tandis
que ceux sur les limites verticales sont fixés seulem'ent
dans le sens horizontal. Pour évaluer le vecteur des
forces nodales équivalentes aux contraintes initiales,
la règle de quatre points d'intégration de Gauss, type
produit, a étê employêe.

Dans le premier exemple le comportement du maté-
riau constitutif est élastique linéaire et il est con sidérê
comme un patch test numérique. Au deuxième exem-
ple le modèle de VON MISES est utilisé. Dans le troi-
sième exemple, on a utilisé le modèle DRUCKER-
PRAGER alors qu'au dernier exemple le domaine
d'élasticité non f.ermê,, dans I'espace des contraintes,
du modèle de DRUCKER-PRAGER est délimité par
une surface elliptique (modèle CAP) qui admet la loi
de normalité et présente un écrouissage isotrope. Les
divers paramètres nécessaires pour I'analyse, sont
déterminés à partir des essais effectués sur I'argile
bleue de Boston, [16] et l77l dont les valeurs figu-
rent au tableau I.

ltr
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tlt
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2{ t! ff lz l!l
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Maillage commun, numérotage des næuds et des éléments.
2. Common mesh, node and element numerotation.

Fig.2.
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l. Valeurs des paramètres
dans les exemples.

l. Values of the parameters
in the examples.

REVUE FRANCAISE DE GÉOTECHNIOUE

l'excavation incrémentale avec celle où I'excavation est
effectuê,e en une seule êtape, vêrifie la coihcidence
entre les deux solutions. Sur la figure 3 on montre
l'évolution des déplacements horizontaux à la limite
verticale de I'excavation, qui vérlfie le principe d'une
solution unique ; la figure 4 présente le maillage
dêformê.

Exemple 2 : modèle élastique parfaitement plasti-
que de VON MISES

Selon le critère de VON MISES la plastification ne
comm ence que quand le deuxième invariant du ten-
seur déviatorique , Jz, atteint une valeur limite \,,^(ég.
39) , dont la présentation graphique en Ir, J2"' est
donnée sur la figure 5 :

f(oi/: JJ, k:0 (3e)

La relation incrémentale contraintes-déformations est
donnée par l'équation 4I 15] .

No 58

Pour arriver à la solution, dans
élastoplastique la satisfaction de
vergence est nécessaire :

1. Critère de convergence des

lluS- 
1ll - ll"Ill

ll"Xll

utilisées

used

le cas d'une analyse
deux critères de con-

déplacements :

Tableau

Table

dou : 2G dnu + K d.n dij- G Su deu

K ^lJ, 
sij (40)

à partir de laquelle on détermine la matrice C"p.

Comme dans I'exemple précêdent, une analyse incré-
mentale monotone a êtê eff ectuê,e. Les résultats prin-
cipaux sont présentés sur les figures 6 , 7 , 8 et 9. Sur
la figure 6, on voit l'êtat de contraintes aux points
d'intégration à l'étape finale de l'excavation . Le mail-
lage déformé final est donné sur la figure 7 . La figure
8 montre l'évolution des déplacements horizontaux

ilorud

2. Critère de convergence des forces résiduelles :

ll'frll - ll'hll

I l'31 I

où €d, e1 dénote les tolérances relatives pour les
déplacements et les forces résiduelles respectivement,
et ll ll la norme Euclidienne.

Exemple I : excavation en élasticité linéaire

La relation élé,mentaire contraintes-déformations est
donnée par l'équation, 14 dans laquelle la matrice de
rigidité élêmentàire Cj-) peut ëtre déterminée à par-
tir de la relation de comportement :

: K€n fij + 2 G sit (38)

K et G étant respectivement les modules de compres-
sibilité et de cisaillement et €n la valeur des défor-
mations volumiques.

Afin d'étudier l'influence des phases consécutives de
I'excavation sur les résultats, deux cas sont traités ;

dans le premier, l'excavation est têalisée en une seule
étape tandis que pour le deuxième, l'excacation est
ré,alisé,e en trois étapes, couche après couche. La
comparaison de la solution fournie à l'étape finale de
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Fig.3. Exemple 1, évolution des déplacements horizontaux
à la limite verticale de I'excavation.

Fig 3. Example 'l , evolution of hodzontal excavation
induced displacement along the vertical excavation boundary.

173 v

171

169

1ô7

165

163

161

)(

Première étape

Deux ième étape

Iroisième étape

50 mm

-â-
V

-t(
-t-

Anrl. I uno ôtrpr
Pronlôrc .ôttpo

Druxlônr ôttpo

Troldômr ôtepr

Porltlon Inltlrb

Numéro de
I'exemple 1 2 3 4

Lois de
comportement

Linéaire
élastique

Von
Mises

Drucker
Prager

CAP

^y (kN/m 3) 19,8 19,8 19,9 19,8

Ko o,9 0,9 0,9 0,9

K (kPa) 4700 4700 4700 4700

G (kPa) 2200 2200 2200 2200

a o o,25 o,25

k (kPa) 45 1 10

W 0,3

D (rPa - 1) 6, 1 10-4

R 4,13
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Fig. 4. Exemple 1, maillage final déformé
(amplifié par Lrn f acteur égal à 5).
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Fig. 5. Critère de VON MISES.
Fig 5. VON MISES criterion.

Fig . 6. Exemple 2, état de contraintes
aux points d'intégration, étape 3.
Fig 6. Example 2, state of stress at integration points,
stage 3.
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Fig. 7. Exemple 2,
Fig 7. Example

maillage final déformé (amplifié par un facteur égal à
2, final deformed mesh (exaggereted by a factor of 5).
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Fis.8. Exemple 2, évolution des déplacements horizontaux
à Ia limite verticale de l'excavation.

Fig 8. Example 2, evolution of hoilzontal excavation
induced displacements along the vertical excavation boundary.

à la frontière verticale de I'excavation, alors que sur
la figure 9 on peut suivre les chemins des contrain-
tes de quelques éléments caractéristiques pendant
l'évolution de I'excavation.

La comparaison de ces deux dernières analyses mon-
tre une certaine différence entre les solutions finales,
qui peut être imputée à la différence entre I'incrément

3oo 
1 
' 

(KPr)

.{l-28 +Fg6 *++ +-ôZ +69

Fig.9. Exemple 2, chemins des contraintes.
Fig L Example 2, stress paths.

de déformation produit aux éléments plastifiés. Les
déplacements calculés à la frontière verticale sont plus
grands que ceux de l'élasticité linéaire à cause de la
diminution de la rigidité élémentaire des élêments plas-
tifiés.

Exemple 3 : modèle élastique parfaitement-plasti-
que de DRUCKER-PRAGER

La dilfêrence principale du critère de DRUCKER-
PRAGER par rapport à celui de VON MISES con-
siste en la prise en compte du premier invariant des
contraintes, Ir, qui transforme l'équation 39 par
l'équation 4I et la figure 5 par la figure 10.

f(ox) : {J, k a11 :0 (41)
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Fig. 1 O. Critère de Drucker-Prager.
Fig 1 0. Drucker-Prager criterion.

La relation contraintes-déformations est donnée par
l'équation 42.

La matrice C "p est construite à partir de ces deux
équations. Le modèle de DRUCKER-PRAGER peut
ëtre utilisé pour dê,crire les sols pulvérulents. Il pré-
sente une dilatation continue sans limite , êgale à
d.on : 3a\.
Les résultats principaux sont présentés sur les figures
11, L2, 13, 14, 15 et 76. Les figures 11, 12, 13 indi-
quent l'état de contraintes aux points d'intégration des
éléments pendant l'évolution des étapes de l'excava-
tion . Le maillage déformé final est don nê, par la figure
74. La figure 15 montre l'évolution des déplacements
horizontaux à la frontière verticale de l'excavation,
alors que sur la figure 16 on peut suivre quelques
chemins des contraintes pendant l'évolution des éta-
pes.

Exemple 4 : modèle élastoplastique avec écrouis-
sage isotrope type CAP

Dans cet exemple on utilise le critère de DRUCKER-
PRAGER associé avec le modèle CAP, (fig . 77). Le
modèle comprend une surface de rupture de type
DRUCKER-PRAGER et une surface de chargement
elliptique, exprimées par l'équation 44, qui délimitent
le domaine d'élasti cité,. La surface de chargement peut
se déplacer selon la fonction d'écrouissage donnée par
l'équation 45.

Ooij :2 GOeij + Kd.n dij À,

t+sij + 3Kao';]- 
"JJz

dans laquelle }, exprime le multiplicateur plastique
est égal à :

G

;.Sij d"u+3Kadtu.

H(lr, ^lûr, g) : Jf, +-R
[tx (g) L (g)] 2 tt L (g) flt/z

(42)

qui
(44)

\:

g: eFr.:

efL étant la valeur
tiques et D, W,

W [1 exp t- D x(d]l (45)

des déformations volumiques plas-
R les paramètres du matériau.G + 9 K a2

(43)

fTl Eluttc f'îrncorrnr NIrmrlçr
Eïi î Cæ fn Frr lurr

Fig. 11. Exemple 3, état
Fig 71. Example 3,

de contraintes aux points d'intégration, étape 1.

state of sfress at integration points, stage 1 .

Surface Rupture

DP rtrln : I
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f-l E l6t lc FTTITI Ggrnrr IIS{I T5r tan
fiTJ-if..flGm T Frilu6

////,

7//i

f: DP rtrlr : 2

Fig. 1 2. Exemple 3, état
Fig 1 2. Example 3,

de contraintes aux points d'intégration, étape 2.
state of stress at integration points, stage 2.

t- lEl6tlc fFIGornrr S\\ITrnrtan
:-jrllil Gæ Yvl FrI lurc

//n
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13. Exemple 3, état
Fig 7 3. Example 3,

de contraintes aux points d'intégration, étape 3.
state of sfress at integration points, stage 3.

rtræ: 3
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Fig. 1 5. Exemple 3, évolution des déplacements
horizontaux à la limite verticale de l'excavation.

Fig 1 5. Example 3, evolution of horizontal excavation
induced displacements along the vertical excavation boundary.

Fig. 1 7. Représentatîon
Fig 1 7. Schematic

schématique du modèle CAP.
presentation of CAP model.
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Le concept de ce modèle a êtê établi sur la notion
de la ( densité critique )) [3] , selon laquelle le maté-
riau se contracte (ou se dilate selon son êtat initial)
jusqu'à ce qu'il atteigne une déformation volumique
constante qui est sa valeur caractéristique critique. La
satisfaction-de cette notion se justifie par la terminai-
son du chemin des contraintes, après que le maté-
riau se soit dilaté (pénêtration de la surface de rup-
ture) ou contracté (pénétration de la surface ellipti-

f:r El*t lc FmI Gornrr NSSI r-rtqr
ræGæ r7lFrtr'*

REVUE FRANCAISE DE GEOTECHNIOUE

que) au point A, figure 17 , qui détermine la varia-
tion de déformations volumiques plastiques nulle.

Nous avons traitê, le même problème d'excavation que
celui des trois exemples précédents. Les résultats prin-
cipaux de l'analyse avec le modèle du type CAP sont
présentés sur les figures 18, 19, 20, 27, 22 et 23.
Les figures 18, 19, 20 indiquent l'évolution de l'état
des contraintes pendant l'excavation , et la figure 27

f : (}F r;trlr: I

aux points d'intégration, étape 1.

at integration points, stage 1 .

No 58

l-1 Elut tc f'ff] Cornrr NITrnriqr
tffif Gæ 9-Frtr'*

Fig. 18. Exemple 4, état de contraintes
Fig 18. Example 4, state of stress

Fig. 1 9. Exemple 4, état
Fig 1 9. Example 4,

de contraintes aux points d'intégration, étape 2.
state of stress at integration points, stage 2.

t}F rtrlr: 2
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GF rt.æ: I

Fig. 20. Exemple 4, état
Fig 20 . Exa m ple 4,

Dltpl. l.lrltipl. frctor: 5

de contraintes aux points d'intégration, étape 3.
state of stress at integration points, stage 3.
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Fig. 21. Exemple 4, maillage final déformé
Fig 2 7 . Example 4, f inal deformed mesh

Hode : 17(l
llode = 2G, f: CF rtrgr: 3

(amplifié par un f acteur égal à d.
(exaggereted by a factor of 5).

prêsente le maillage dêformê,. Sur la figure 22, l'évo-
lution des déplacements horizontaux de la frontière de
I'excavation est présentée, tandis que la figure 23 mon-
tre le chemin des contraintes du quatrième point d'inté-
gration des élénnents 34, 35, 36, 37, 38, 39 et 40.

5. DISCUSSION

La figure 24 présente une comparaison des déplace-
ments horizontaux de la solution finale fournie par

I'analyse en élasticité linéaire , celle en élastoplasticité
parfaite (DRUCKER-PRAGER) et celle en élastoplas-
ticité avec écrouissage (CAP) . De la plastification des
élê,ments, qui conduit à une diminution de la rigidité
globale résulte une augmentation des déplacements
par rapport à l'élasticité linêaire.

A cause de la délimitation du domaine élastique, le
modèle CAP présente une sensibilité particulière par
rapport au modèle de DRUCKER-PRAGER. Cette
sensibilité peut ëtre expliqu ê6 par la figure 25, où I'on
observe que des chemins de contraintes, comme
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Fig. 22. Exemple 4, évolution des déplacements
horizontaux à la limite vertîcale de l'excavation.

Fig 22. Example 4, evolution of hoilzontal excavation
induced displacements along the vertical excavation boundary.
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Fig. 24. comparaison des solutions f inales élastiques-
linéaires, Drucker-Prager et du modèle CAP.

Fig 24. Comparison of linear-elastic, Drucker-Prager and CAP
final solutions.

Fig.25. Chemin des contraintes élastique linéaire
pour le modèle Druck.er-Prager mais élastoplastique

avec écrouissage pour le CAP.
Fig 25. Linear elastic sfress path for the Drucker-Prager model

but plastic with hardening in the case of CAP.

6. CONCLUSION

Un algorithme, dans le contexte de la méthode des
éléments finis, pour la simulation des excavations a
été proposé. Grâce à l'utilisation du principe des tra-
vaux virtuels les équations non-linéaires , de I'algo-
rithme proposé, sont dérivêes d'une formulation varia-
tionelle qui tient en compte la variation du domaine
initial. Les résultats obtenus par les analyses numéri-
ques effectu é,es nous amènent aux conclusions suivan-
tes :

le principe de la solution unique est satisfait dans
le cas de l'élasticité linéaire ;
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ntes

ceux des éléments 36, 37, 38, 39, 40 (voir fig. 20,
23), provoquent un comportement élastique linéaire
pour l'analyse DRUCKER-PRAGER, mais plastique
avec écrouissage dans le cas de I'analyse CAP. Cet
êvênement provoque une diminution de sa matrice
de rigidité globale si bien que le CAP donne des
déplacements plus grands.

Sur les figures 26, 27 on peut observer les déplace-
ments des næuds 168 et 773, êtape par êtape, dans
les trois cas et les comparer avec ceux qui correspon-
dent à une seule êtape. On constate une petite diffé-
rence dans le cas élastoplastique.
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Fig. 26. comparaison des déplacements du næud I68
en analyse élastique linéaire, Drucker-Prager et cAp.
Fig 26. Comparison of displacements of node I 68

produced by a linear elastic, Drucker-Prager and CAp analysis

l'algorithme proposé garantit que le travail intérieur
produit par les élêments faisant partie du domaine de
I'excavation est nul ;

I'analyse numérique des exemples élastoplastiques
de divers critères de plastification nous a montré que
la même solution peut ëtre atteinte, indépendamment
du nombre des étapes . Cependant, quand on appro-
che la rupture, qui se manifeste par la mise en plas-
ticité d'un grand nombre des êléments, on observe
une petite diffêrence entre les deux solutions. Dans
ce cas I'analyse en une seule étape par ses propres
principes ne peut pas prendre en compte la redistri-
bution progressive des contraintes ainsi que la modi-
fication de la topologie du maillage et par conséquent
on doit simuler l'excavation en plusieurs étapes.
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