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1. MASSIF SEMI-INFINI ISOTROPE SOUMIS A UNE CHARGE UNIFORME EN SURFACE

1.1. Solution générale en coordonnées cylindriques

Boussinesq (1885) a résolu le probléme du massif semi-infini soumis & une charge ponctuelle verticale en surface en
faisant appel aux fonctions de Legendre, solutions de I'équation de Laplace exprimée en coordonnées sphériques.

Burmister (1943) a généralisé la solution de Boussinesq aux charges circulaires uniformément réparties en utilisant
les fonctions de Bessel, solutions de I'équation de Laplace exprimée en coordonnées cylindriques.

Muki (1960) enfin a donné la solution générale pour un massif soumis a des charges inclinées. 1l décompose la
charge inclinée en une charge verticale, probléme résolu par Burmister, et une charge tangentielle horizontale.

I généralise pour cela les expressions de Love (1927) aux charges non axisymétriques.

1l a exprimé la solution sous forme d’équations différentielles des déplacements. Elle peut tout aussi bien I'étre sous
forme d'équations différentielles des contraintes:

_ 9 (.2 __3_23) 1 & 1 3y
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3 azq;
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_1 8, 2h32$ _ 1y
Tr = 30 [{1 H V7o 3z° ] 2 Q3rdz
Fey, 1L 1 3y
T = a[“"”’vq’” 21" 2 & 0z
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Introduisant les relations (1) dans les équations d'équilibre:
S0, , 1 3ty 91, O, — Og 0
ar r 90 oz r
9Ty, 1 31 do, T
ar r 30 3z r =0 )
atrﬁ 1 809 a'ﬂgz 2'Cr9 -0
or r @ao oz g
on constate que celles-ci sont satisfaites, & condition que les fonctions ¢ et ‘P soient respectivement solutions de:
3? 1 3 32 1 @)\ (&% 1 39 1 &%
(8r2+r ar+azz+r2 892)(ar2+r or 822+12 aez)‘o
Fy 1 Sy 1 Fyy
ot b o) =0 ©)
Les solutions générales de (3) sont données par:
¢ = Jy(tr) [Ae” — Be™ * + zCe® — zDe™ %] cos 0
P = Jyltr) [Ee® — Fe™ ®]sin 0 (4)

Les coefficients A et F sont obtenus en développant ¢ et 3 en séries de Fourier-Bessel et en appliquant la
transformation inverse de Hankel:

fir) = £ :dt _[ ;Jg{tR)JD{trJRdr,

(5)
dans laquelle q est la charge tangentielle répartie uniformément en surface sur un cercle de rayon a.
Dans le cas d'un massif semi-infini, les coefficients A, C et E sont nécessairement nuls.
Les coefficients B, D et F sont solutions des expressions des conditions aux limites en surface (z = 0):
g =20 pour r[0, o]
= T,c080 + 145,5in0 = q pour 1[0, a] (6)
= pour rla, ]

1.2. Transformation en coordonnées cartésiennes

Posons: x = rcos 6
y = rsinf

Les transformations des dérivées partielles sont données par:

of . x 38t y _ af

ar V& + y? ax TR y? 3y
e x a&f oy af

r or ¥+ x X+ dy

% 1 , 3 9% 2%
B (x@‘ Y axay yzayz)
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Les contraintes en coordonnées cartésiennes sont obtenues par:
0, = 0,c08° 0 + Ogsin?® — 21,4 cos O sin O
0, = 0,sin”0 + 0gcos® 0 + 21,4 cos 6 sin O

0, = 0, 9)
Ty, = T, €OS0 + 1,8n0
T = — Tg,SINO + 1, cos0

T, = (0, — 0g) cOs 0 sin B + T, (cos’? 0 — sin? 0)

Transformant les relations (1) par (7) et (8) et introduisant dans (9), on obtient les expressions différentielles des
contraintes en coordonnées cartésiennes:

2 2
-2 (- 29y B

a

X

9xady
_ 9 2 & ¢) %y
% = oz (PV $ = 3y? 3xay
o == [ - wvee —i (10)
. i —WvE _?Laz _1
Ty = [{1 Ve 2 8 X0z
- — WV — ¢ 1 Sy
T = [(1 WV=p 32 ] + = 5997
%S e _a'iia_ _1 (a_zw_ __w_)
" 9x8ydz 2 \ad dy®
o o o
- V2 —
P=F Vo T a2
Les expressions d'équilibre:
00 , Oty | e _ 0
Ix dy oz
da, CL dt,
o T ex T =0 (1)
3o, o1y, CLT
2z T Tax dy 9
sont satisfaites si ¢ et y sont solution de:
3? & *\ (&% |, P9 | %
(8x2 to2 T azz) (ax2 T2 T azz)_o
Py | %y | Py _
Ttz =0 (12)

Les équations des déplacements sont obtenues par:

= J’Exdx = J‘E‘_ydy w = IEZC]-Z
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d’oir
S T ) (iq; N a_w)
E oxdz dy
u=_lL&(i?¢_+§1) (13)
E dyoz ax
1+ d?
w————E—H—[2(1—|.1)V2¢~a§.

1.3. Contrainte verticale sous charge verticale rectangulaire

Considérons un massif soumis & une charge verticale uniforme p répartie sur un rectangle de longueur 2a et de
largeur 2b. La charge totale P = 4abp. La solution des équations de compatibilité est obtenue par séparation des
variables.
Posons:

¢ = costx.cossy. {(z)

P = sintx. sin sy . glz) (14)

I

Introduisant (14) dans (12), on obtient
fz) = Ae™ — Be ™™ 4+ zCe™ — zDe™™
glz) = Ee™ — Fe™™ (15)
oi: m = (2 + §9)12

Dans le cas d’'un massif semi-infini A, C et E sont nuls, d'oll les expressions des contraintes:
0, = costx.cossy [m?Be ™ + (mtPz — 2um® — t?) De ™ — stFe™™)
0, = costx.cossy [ms?Be™™ + (ms?z — 2um® — s?) De ™ + stFe ™

0, = — costx.cossy [m®Be ™ + (m32 — 2um? + m?) De ™]
T, = — costx.sinsy [msBe ™ 4 (m?%z — 2ums) De“"“——F‘"“] (16)
T, = — sintx.cossy [ 2fBe™ ™ + (m?tz — 2umt) De™ ™ + —E—F ""‘Z]
Ty = — sintx.sinsy [mstBe_ M+ (mstz — st) De” ™ + —tz;sz—Fe_ “"]

Les conditions aux limites en surface sont:
= p pour x[— a, a]
et pour y[— b, b]

o, = 0 ailleurs (17)
T, = 0
1, = 0

Les conditions (17) peuvent étre exprimées par transformation intégrale de Fourier & deux variables des relations

(16), Spiegel (1974),
& = 4{; ff cos tx . cos sy . sin ta . sin sb dtds
0 Jo ts

d'ol
4 a2 (x| < a) w2 (Jy] < b) p
oo=—5 - |wd(x=a| « |4y =0 = { p/d (18)
0 (x| > a) 0 (ly| > b) 0

et les conditions aux limites s'écrivent pour z = 0:

(0 mB+m?’(1-2WD=-1

|

(t,)  m®sB — 2umsD — %tF =0

(1) m%B — 2umtD + —‘;f’-F =0




REVUE FRANCAISE DE GEOTECHNIQUE N° 28 1

d'ot l'on tire:

2
B=-15

1
D——mz (19)
F=20

Il n'est donc pas nécessaire de faire appel a la fonction de tension v dans le cas d'une charge verticale uniforme.

[’expression de la contrainte verticale devient:

= %;22‘ '[.[ cos tx . cos syts. sin ta . sin sb (1 + ma) e~™dsdt (20)

Au centre de la charge (x = 0, y = 0), on a:
_d4p f’i/"‘ sin ta . sin sb T
G/ =l bk - s (1 + mz) e”™dsdt, (21)

qui dans le cas d'une charge ponctuelle P se transforme en:

- lim ?l’f smta smsb snta.sinsb . ot ommgedt = _f/ + mz) e~™dsdt. (22)

b—o

Cette relation se résout en transformant les paramétres t et s en coordonnées polaires:

t = pcosw
s = psinw
d'ol:
=P
dtds = pdpda
et:

P 2 f=
o, = —Tf (1 + pzle "pdpda
Y 0 Jo

a
N
I

P - -
S —pz
oot ./u. (1 + pz)e pdp

_ 3P
% = on 22

qui est la relation de Boussinesq.

La contrainte verticale en dehors de la charge ponctuelle s'obtient par:

0y = —:—;— Ixmcostx. cossy. (1 + mz)e ™dsdt, (24)
dont la solution peut également étre obtenue en passant en coordonnées polaires:
g, = % ‘/:;Z‘: cos (xp cos o) . cos (ypsin o) (1 + pz)e Ppdpda. (25)
On a d'aprés Watson (1966, p. 55),
mu \ 12
cosu = (T) cdoyz (1) (26)
olt J_;,, est la fonction de Bessel d'ordre — 1/2.
La relaﬁon (25) devient ainsi:
6; = 55— fﬂf [(xy)"2J_1 0 (xpcos &) . J_12 (ypsin @) . cos'? &, sin'? . (1 + pz)pe Pdpdal (27)

L’intégrale:
w2
L J_1(xp cos &) . J_y,(yp sin &) . cos'? « . sin'? ada
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s'assimile a la seconde intégrale de Sonine dont la solution peut étre trouvée chez Watson (1966, p.- 376):

w2 n 2,1/2
'/; Julzsin8) . Jy(Zcos B)sin* * 'B.cos” t 10.dO = ‘ Z{vzi"; %;];J[th: ++\r E 1}1 ]- (28)

On a par (27) que:
p=v=-1/2
On obtient donc:

Jolp(x® + v?)'3
plxy)'”?

1/2

a2
f J_12(xp cos o) . d_15(yp sin &) . cos? . sin?? ade =
0
et (27) devient:
P =
0 = 5— ./u‘ Jolp(x® + v¥)'2)(1 + pzle ™. p. dp. (29)

On a d'aprés Watson (1966, p. 386):

% 2a(2b)'T'(v + 3/2)
at v + 1 .
[ eone + e = BT 3D (30
d'ou, avec v = 0,
=P [T50062 4+ @1Ploe=Prdo < P 22I'(3/2) _ P z
%= o '/0. dolp(x® + y°)"“lpe™™dp = 2n (E+ 2+ 2P2. @2 27 2+ F+ 22
On a d'autre part, Watson (1966, p. 385),
% g (1/2b)Y. T'(n + v) p+v 1—p+v b?
at =1 = . P .
./0‘ e Jv{btjt dt {32 T b2)1|’2 w + v) F(V = 1] g F( 2 ' 2 A 1, az W bz)‘ {31)
ol F représente la série hypergéométrique de Gauss:
Fley B; pi2) = 2 [a}?'( )n P
n=0 n! (p),
avec:
(), = ol + 1) ... (@ + n = 1), (o) = 1.
D'ol, avec v = 0 et p = 3:
o l Jolp(x® + v)'2] p?z e *dp
o 2, re) CE . I
2n T (x® 4+ v¥ + 2P\ 2 = x2+y2+22)
o By 2 [1+312.(—1} i
2n © (% + ¢ + 27 111 XX+ + 7
== 2 _3 At
n L+ ¢ + 237 2 (x4 o+ zz}s"z]’
La solution compléte de (29) devient alors:
3P z°
%= 20 O+ v+ Z2)P7 62)
Dans l'axe de la charge (x = 0, y = O) on obtient évidemment & nouveau la solution de Boussinesq:
e 3P
#T 2

La confrainte verticale sous une charge répartie est donnée par (20), relaton qui n'est pas intégrable
analytiquement.

Dans l'axe de la charge cette expression se réduit a:
_ 4p '/"-‘/"‘ sin ta . sin sb .
o =7 Lk ™ (1 + mz) e ™dsdt. (33)
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La solution de (33) peut étre obtenue par intégration de (32) sur I'aire de rectangle (2a, 2b), comme cela I'a été fait

par Florin (1959).
Pour rester dans le formalisme retenu, nous avons tenu & résoudre (33) sous sa forme générale.

Transformant (33) de la méme maniére que (22) on obﬁent-
= 4p f '[ sin (ap cos 0) . sin (bp sin B) (1 + pz) e **dpd6

pcos Bsin 6

Posons:
acosBb = A
bsin @

sin (Ap) = VRA% .d1 (Ap)
sin (Bp) = \KR—EP—.JIQ (Bp)

2 L | - —pz
T = ?pab ./; W,/o. diz (Ap) diz2 (Bp) (1 + pz) e”*dpd6

Il
w

On a, d'aprés Watson (1966, p. 54):

et:

On a d'autre part d’aprés Watson (1966, p. 389):

® = (AB)2 F(u+1} u+1 w+2 3 w?y .
./0‘ e " Jiz (Ap) diz (Bp) p* ~'dp = 2+ D (2 F( 2 g —22—) sin ¢pd¢
ou:

2 = A? + B? — 2AB cos ¢.
La relation (36) se scinde en:

2 w2 |
G, 1 = Tpab f / J12(Ap) Jy(Bple—"dpd6

a2 1 B
G 2 = _:rc_ab,/; VAB _ZJ:.Q':AP) J12(Bp) . pz. e”dpd®.
Dot par (37):
_2p ab [r. 3 3 _ o)
%1 =37 2 ,/(,,/G‘F(l‘ 2 g~ ) snededo
_4 ab (3 , 3 _ o)\
O 2= "3 3 ﬁlF(z & o Zz)smtbdq:'d(-l
On a, d'aprés Wayland (1970):
F (1 3 3 _w_g) __Z
T2 2 2] 2+ of
3 3 w? 3 3 w? 2!
Flpagi-2)=flyiyi-F) -wror
D'oli:
B w2 sin dd¢
cz_,—n f 2 + A% + B? — 2ABcos ¢ a8
_ p [™ab in Z + A% + B? + 2AB 48
“ 22 Jo AB'" Z + A% + B? — 2AB
i 2ab cos 0 sin 0
b 22 1 (2 + a%) cos’0 + (2 + b?) sin?0
= ——— T b!ﬂ de
n* Jo cosB.sinB § o 2ab cos 0 sin 8

(22 + a%)cos® 0 + (2 + b?)sin? 0

(34)

(35)

(36)

(37)
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o =2 2ab cos 0 sin 0 1 2 o 1 5
%1 =72 _/:) cos 0 sin B + a%)cos® 0 + (2% + b?) sin% o 3 ( Ll 5 ( P+ ] de.
L'intégrale:

[ = fﬂ (cos 0 sin 8)" 18
o [(Z® + a®)cos? B + (2 + b215m aJ"

se résoud en posant u = tg 6.

n -1
! [(z + a%) + (22 + b)) u?" du
- ./'z u - 3 d—-22+32/ ut - 3
T2+ b2 b 22+ a2) + (2 + )2 - 1 M 2 + b? [[z2 + a%) + (ZZ + b?) @ du
_ 2p ab Ji o] a’b® a’b®
IR [[{22 TaAZ + A2 T 6 (2 + )@+ P2 T a0 40 [ + 22 (Z + P2 ]
g ab
= Ty e [{22 + a2 (2 + bz}lfz]
_ 2 ab
T oon amtg[ziz2 + & + bz:,m]-
Par ailleurs:

B =4p ab ./"”2‘ 2% sin pdg
S (22 + A% + B? — 2AB cos ¢J2

2p 2ab 1
f 22+{A—B}'z2+{A+BF]dB

Posons également u = tgb:

. 1+ u? B 1+ u? du
%27 T Z fy U@ + ad) — 2abu + (Z + @0 u [ + &) + 2abu + (Z + b2
_ 2p7 ab . x % ab.x ]
I [2(22 + a%) (2 + a% + b9 22 + b%) (£ + a% + b2l
_ 2pz ab(222 + a® + b?)
n (4 a%)(Z + b (£ + a® + bF)*
D'olt enfin:
_2p ab zab(22> + a® + b?)
R L L » e N1 | o
On déduit de (38) que:
*(* sinta.sinsb __. _ ab
.£ l S A T (39)
= ("*sin ta . sin sb . . zab(22% + a? + b?)
f f s et = AR+t T A2 0

Ces intégrales multiples peuvent également s'écrire

.£f Jm[at J fz(bsj e Mdsdt = ( b)xrz el TE aab+ b4

.[x = Jmfat] Juz(bS] (@b)? . (222 + a2 + b?)
TSI Z+ )@+ A2+ &+ )2
avec m = (t* + §%)'2

me” ™dsdt =
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1.4. Contrainte verticale sous charge inclinée rectangulaire

La charge inclinée g, que nous supposons uniformément répartie, peut se décomposer en:
— une charge verticale: ¢, = g.cosa = p

— et une charge de cisaillement horizontale: T = q. sin «

oll « est I'angle que fait la charge avec la verticale.

Le cas de la charge verticale a été résolu dans le paragraphe précédent.

La charge horizontale se décompose & son tour en:
T, = 1cosB = 14
T = 1SN0 = 1
ol O est 'angle que fait la composante t avec I'axe des abcisses x.

Compte tenu de la forme des relations (10) on choisira comme fonctions de tension:
— dans le cas de la charge 0, = p

¢, = costx cossy {(z)

P, = sintx sinsy g(z)
— dans le cas de la charge 1, = T

$2 = sintx cos sy (z)

P, = costx sinsy glz)
— dans le cas de la charge 1,, = T

¢3 = cos tx sinsy f(z)

Yz = sintx cossy g(z)

Les conditions aux limites sont données par (19) dans le cas de la charge o, = p. Pour 1,, = 11, 6, = 1,, = 0 elles
s'écrivent:

m°B + m%1 — 2u)D = 0
m?sB — 2umsD — %IF =0

mztB~2umtD+%F=—1,
d'ot 'on tire:
B o 12wt
m

et pour 1, = Tp 0, = T, = 0 elles s'écrivent:
m°B + m?*1 — 2u)D = 0

m?sB — 2umsD — —r;—tl: =—1

m?B — 2umtD + %F =
dott I'on tire:

B — (1 — 2u)s

m4

s

D = 3
2t

F _ m3.

Les conditions en surface sont exprimées par:

4 = = ) . 2 . .
P ?pff cos bx . cos sy . sin ta . sin sb et
J 0 Jo ts
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4t “[* costx.cossy.sinta. sin sb
tﬂ*ﬂT]ff / dsdt
;] 5 0 Jo ts

4, “f* costx.cossy.sinta. sinsb
‘I:y,_=?—.[[ yts dsdt.

Remplagant dans ¢, donné par (16), les valeurs de B et D par celles obtenues a partir des conditions aux limites on
obtient, par exemple, la relation de la contrainte verticale:

: costx . coss sin tx . . sl
0, = — ffsm ta . sin sb [p'—i (1 + mz) — 74 g = Z— 1 Cosix.. sin sy z| e ™dsdt.
*~ b b ts s t

2. DEFLECTION VERTICALE A LA SURFACE D’UN MASSIF ISOTROPE SOUMIS A UNE
CHARGE VERTICALE RECTANGULAIRE

2.1. Massif soumis a une charge verticale uniforme

Le déplacement vertical est donné par (13):

2 At _ 2 _@
e L2 o e - 29

1 32 32 i
= “EL“ [2{1 —a—‘{i—+2(1 —ma—y;_,“—’lﬂl -2;1)%—2;9 (41)

Introduisant (14) dans (41), il vient:
w = 1—+£costxcos sy [Bm% ™™ + zDmZ%e ™ + 2(1 — 2u)Dme ™]

E
et par (19):
- 14+ cos txcos sy - -
W= E - [2(1 e + mze ™|
d'oli aprés transformation:
_ _ 4 1+u /’:/"‘ cos tx cos sy sin ta sin sb g e
w = 2 E = 2(1 — e + mze” ™|dsdt (42)
relation qui en surface (z = 0) et dans I'axe (x = 0, y = 0) se réduit a:
_ 8 (1- uz) _[7': sin ta . sin sb
w = 2 E = dsdt. (43)
La résolution de (43) nécessité le recours a quelques artifices.
Posons:
t = pcost
s = psin B
d'oll
=p
ds dt = pdpdd
et:
sin ta . b A2 281 i
J(f sinta.sinsb f f sin(ap 2058 sin(bp sin 8) dode.
o mis p=sinB.cos B
Posons:
a = acos B
f = bsinb

et remplacons sin ap par Vl;‘ﬂ_ Jyelap).
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II vient, d'aprés Watson (1966, p. 405):

* sin ap . sin Bp _n f"‘ diplap) dys(Bp)
.£ o2 dpr= "5 | \/ B 5 dp

; (Bra)'? si B <
- 2 Vap. d )
(/B)? si ¢« < B
d'oll
T 2
?.[5 si f < «

* sin ap . sin
,[ —p—z&dp=

P %.asio:-cﬁ.

Il vient alors avec f = « équivalent & 0 = arctga/b:
fmy-m sin(ap cos 6) sin(bp sin 6) dpdo = 3 fwtga!b b sin 6 o = w2 ac550 i
0 Jo 2 0
by

p2 sin B cos B sin B cos 8 E arctgat SiN O cos B
b 1ehLE = MRS e
7 P vETE s e +bb21 e
L'expression finale de la fleche devient:
_ 2
w - (IEM}[a}n\/(_az+ab2]+b+b]n\/’[5?+bb2]+a]' Y

Dans le cas d'une semelle carrée (a = b), 'expression (44) se réduit a:
8pa (1 — u?

Wi == E In(1 + V2).
La fleche sous une charge circulaire de rayon R est donnée par:
o 1 -
W 2pR E :

La fleche au centre d’une semelle carrée de cété 2a est donc identique a celle au centre d’une semelle circulaire de
rayon :

R = —i—ln(l + V2)a
=1, 1Za

2.2. Massif soumis a une charge transmise par un support rigide

Les développements qui précédent se basent sur I'hypothése que la contrainte verticale appliquée & la surface du
massif est uniformément répartie. Physiquement cela revient & supposer que la semelle de fondation est infiniment
souple. En mécanique des sols, ol les semelles de fondation sont en général trés, sinon extrémement rigides, cette
hypothése est donc peu vraisemblable.

Le cas de la semelle infiniment rigide, c’est-a-dire non déformable, peut étre traité par une expression appropriée du
noyau dans l'intégrale de Fourier (18).

Les conditions aux limites en surface sont ici

o, = plx, y) pour X[~ a,a], y[— b, b]
o, = 0 ailleurs
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w = Cte pour x[— a, al, y[— b, b] (47)
T, = 0
T, = 0

Par analogie avec une charge circulaire rigide, Muki (1960), Dahan (1981), et avec une charge bidimensionnelle
rigide, Van Cauwelaert (1983), on peut rencontrer ces conditions par la fransformée intégrale:

g, =K nyOSMCosw dolat) dplbs) dsdt, (48)
b Jo

dans laquelle K est une constante dont la valeur dépend de la charge appliquée totale P.

On a, en surface, d'aprés Watson (1966, p. 405).

K pour 3 x‘ < a
V@2 — x®) (6% — v?) y<b
o, = @ pour x = aetlouy = b
0 pour X > a
3 ‘y‘ >b

La valeur de K s'obtient par

a b K
= = 2
3 [Ib Vg = ) [ — ) Dy = Kn
s B s Lo
dou,K—nz.

Il faudrait & ce stade et pour étre complétement rigoureux, monirer que |'expression correspondante de la fleche en
surface répond également aux conditions (47). Nous n’avons pu le faire par voie analytique: les intégrales
concernées posent des problémes de convergence a divers stades intermédiaires d’'une complexité telle que les
développements mathématiques correspondants en deviennent difficilement maitrisables. Les résultats numériques
que nous avons obtenus sont cependant, comme nous le montrerons plus loin, suffisamment cohérents pour que
nous estimions pouvoir utiliser la transformée (48) sans démonstration supplémentaire, du moins, dans |'état actuel
de la question.

Les expressions des paramétres B, D et F, sont, comme dans le cas précédent, données par (19).

[’expression de la contrainte verticale devient ainsi dans I'axe de la charge:

P o ff
0, = 7 ff dglat) dg(bs) (1 + mz)e ™dsdt. (49)
e Jo Jo

Cette relation n'est pas intégrable analytiquement par suite de la présence du facteur mz (Watson, 1966, p. 389).
Dans le cas d'un massif anisotrope a isotropie transverse, ce facteur disparait. La relation correspondante de la

contrainte verticale peut alors étre obtenue sans probléme analytique majeur; le cas isotrope en sera déduit par
passage a la limite.

3. MASSIF SEMI-INFINI A ISOTROPIE TRANSVERSE

3.1. Equations différentielles des contraintes et des déplacements

Considérons un massif semi-infini caractérisé par les constantes élastiques suivantes:

E : module de Young dans le sens vertical.
E/n : module de Young dans le plan horizontal.
i coefficient de Poisson caractérisant une déformation dans le plan horizontal provoquée par une contrainte

dans le sens vertical.

Par symétrie, le coefficient de Poisson caractérisant une déformation verticale provoquée par une contrainte dans le
plan horizontal est égal a w/n.
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Dans le cas des matériaux granulaires et des sols il n'est guére possible de déterminer le coefficient de Poisson dans
le plan horizontal ni le module de cisaillement dans un plan vertical (anisotrope).

On admettra dans ce qui suit, avec Barden (1963), Eftimie (1973) et Van Cauwelaert (1983),
v (coefficient de Poisson horizontal) = wn
G,, (module de cisaillement vertical) = E/(1 + n = 2p).

Dans un systéme de coordonnées cylindriques, les équations différentielles suivantes des contraintes sont solution des
équations d’équilibre (Van Cauwelaert, 1983):

2@ [z - 20 1 3¢ Fo 1 2
0,—822[(;1 2 ar* +M{n+“)r B | A E 3z° +I~l(n+l-i)rz 892]
L1 1 &y

r 9rd0 30

- P 21 3¢ P . 1 P
"BIazz[““‘*“’ ar? + n:lr dr + it ) az2+[“ n:|r2 892]
1Ry 1 sy

r 9r36 ¥ 30

2
Uz=i[(n2+un+n—u2)~a—9-+(n2+un+n—u2}—1—a—(p
3z : ar? 1 r ar

2 _ 2 ) 2 _ 2L 9
+ (n u]azz+{n + un + n |.1]r2 892] (50)

1 3 32 1 3 3? 1 @2
o L S L e LR~ SR
B n+pu 3%y

1+ n+ 2u 3rdz

8 [ oy S0 _ L 8¢ ER) _ .zl %
= oy [(n IL”61’22+{n p]r or wn + p 822+(n H)rz 882]

n+u 1 @

l1+n+2u r 0903z

1 @ 3¢ & 3%y n+pu 3%y
T T aeaz[“{1+”)a+”‘1+”]r]"ar2 1+n+ 28 32

Appliquant les transformations (7), (8) et (9) on obtient les équations des contraintes dans un systéme d'axes
cartésiens:

0y = % :utn + WV% - n(l + N%] * ‘;%;7

g, = Eaz_ :u{n + WV%% — n(1 + Wz_;t] - ?aj_;tj

0, = % :[nz +pun +n — p¥)V% - n(l + p) Zz;zp] (51)

T = a% [(n - W)V2% — n(l + p ?;;zp] -7 f:i 2 g:;:z

Yy = =i =) afasjaz B _21— (aaig - %ZL)'

Ces relations satisfont aux équations d’équilibre et de compatibilité si ¢ et \ sont solution de:

(aajz * 38:2 K :;2) (21? N a;;z; ’ n::u‘f a;?) -0
STy 2o i

Les équations des déplacements sont données par:

u=faxdx=%_[(ncx—|my—ucz]dx
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1
v=1_[gdy =% [ (noy — pox — poz)dy

1

w= [ gdz= 1 [ (0z — pox — poy)dz
__n+u o ¥y

4= 3 [“” W 35 ay] (53)
__n+yp S . 3y

! E ["“ * W e t e

1 y 2
w=€[{n—u2){1+n-I-2;J.]V2¢J-—n(1+p.}“ gz‘f

Les expressions explicites de ¢ et de y sont de la méme forme que celles données par les relations (15) et obtenues
par résolution des équations de compatibilité (52). On a:

¢ = costxcossy [Ae™ — Be™ ™ 4 Cef'™ — De~ kimz)

Y = sintx sin sy [Ee*™ — Fe~kem?) (54)
ol les indices d'anisotropie, k; et kp, sont respectivement égaux a:
2
A/ n— W 1+n+ 2y
ky = ———t ko, = —_—

3.2. Contrainte verticale et fleche en surface dans le cas d'une charge rectangulaire
uniformément répartie

Introduisant (54) dans (51) on obtient, compte tenu de A = C = E + 0,

0, = —costxcossy [n(l + wm®Be ™ + nk(n + p)m®De~™*2]
= =5 : 2 —mz 2 2 —mklz n + E —kzmz]
Ty cos txsin sy [n(1 + p)m*sBe + nkj(n + pm=sDe ] + T+ n+2n k, mtFe (56)
T, = — Sin tx cos sy [n(l + wmiBe ™ + nki(n + p)m?tDe ™K1z — “l—kn_:—h kgmsFe'”"‘z]
Les conditions aux limites (17) s'écrivent:
n(l + wm®B + nky(n + wWm®D = -1
. 2 2 _nTu -
n(1 wm“sB + nkj(n + pwm<sD + T+n+ 22 komtF = 0
n +
n(l + wWmB + nk(n + WmiD + Tﬁ komsF = 0 (57)
d'ot l'on tire;
-k
1+ wmB = —9_
n( um=B T
nky(n + wm®D = ——— (58)
k;, — 1
F=0
d'oti enfin I'expression de la contrainte verticale:
= 1 —mz —mkiz
0, = cos tx cos sy k=1 ke e I: (59)

Appliquant la transformation (18) on a:

ﬁip-f:‘/'“ cos tx cos sy sin ta sin sb 1 Sl
o.= 5[] 2 Gy i medsct

dont la solution dans I'axe de la charge (x = 0, y = 0) est donnée par (39):

2p 1 ab ab

0, = — m [klarc tg 2022 + b2 + 22 arc tg kiz(@® + b2 + K2Z2)2 (60)
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Dans le cas d'une charge isolée on a par (29):

- i =’= 2 2\1/2 1 —pz —kipz
0, = oo ./G'Jo [p(x* + v*)'*] k= 1) [kie™P*—e *P?]pdp
= P klz [ 1 B 1
T2t k-1 L6+ P+ DT+ + KA (61)

relation qui devient dans 'axe de la charge (x = 0, y = 0):
P G+ k+1

Rl L . (R
Pour k; = 1 et donc n = 1 (massif isotrope), (62) se transforme dans le résultat de Boussinesq:
-
£ 2n"

L'analyse de (62) montre le réle que I'indice d'anisotropie k; peut jouer en tant que «facteur de concentration des
contraintes» (Van Cauwelaert, 1980, 1983). En l'assimilant par exemple au facteur de concentration v des

contraintes de Fréhlich (1934) on a par (62):
Kk + ky + 1
_T%_ = W,

On peut d'autre part montrer (van Cauwelaert 1982, 1983) qu'a la limite de rupture, I'indice d’anisotropie est, dans
le cas d'un sol pulvérulent, égal au coefficient de poussée active des terres:

k] = KA-
On obtient I'expression explicite de la fleche verticale en surface (z = 0) en introduisant (54) et (58) dans (53):
_ _ 4 kin-1) *[“cos tx cos sy sin ta sin sb
W TRE Ty 1) ,{,[ mis dsdt
dont la solution dans l'axe de la charge (x = y = 0) est obtenue par application de (43) et {44):
_ 2p Iky(n —1) a b
aE (kg = 1) [a iy e e N " a]' (63)
3.3. Contrainte verticale dans le cas d’'une charge rectangulaire rigide
L'expression de la contrainte verticale dans I'axe de la charge est obtenue par application de (49) et (59):
P 1 ) y —mz —mkiz
%= Tk - 1) [ l Jo(at) Jolbs) [kse™™—e™™%]dsdt. (64)
Posons:
t = pcosB
s = psin0
m=p
dsdt = pdpdd
On a
o, = B R fﬂ 3 (ap cos B) Jo(bp sin B) [ke P*—e MP?]pdpdh
z ‘_tE {kl =—= 1} 8 Jo a 0 1 pdpdo,
et avec: o = acosB, p = bsin6,
o =5 —L fsz () . Jo(Bp) ke~~~ ]pdpd0 (65
: = Tk = 1) Jo o 0leR)dolbp) e —e pdpdo. )
On a, d'apres Watson (1966, p. 389):
= e T [~ e w+1 w?
pz u—1 = il <48 . ¥ g i
_ fe Jolap) Jo(Bplpt~'dp . F(z' 5 > 1~ 3 )d¢ (66)
ol
w? =22 + o + B2 — 2aP cos ¢.




22 N° 28 REVUE FRANCAISE DE GEOTECHNIQUE

La série hypergéométrique dans (66) se réduit & une forme élémentaire pour p = 1 ou p = 2 puisque (Wayland,
1970):

Flacic;2)=(1 - 2™

Dans le cas de (65), p = 2. Dans le cas isotrope expnme par (49) on a par contre p = 2 et u = 3 ce qui nécessite

le détour par la théorie amsotrope Posant u = 2, (65) dewen!
w2 1
%= ? =" f f [(z T 02 T (2 + 740 e)
et passant & la limite (k; = 1}, on obhent pour un massif isotrope:
B ‘3_‘])_ B w2 fn 1
B =758 % »/;l Z + w2p? depde. (68)

Les relations (67) et (68) peuvent facilement étre intégrées numériquement.

Egalant d'autre part (68) a (49) on en déduit que:
3 w? 1 — w27
: (2‘ 25 1 - 22) T 1+ o%APR
Il est intéressant de comparer la relation (67) avec celle donnant la contrainte verticale sous une charge isolée en
coordonnées cartésiennes (61):

o= £ ke [ 1 B 1 ]
T 21 k-1 L@+ 2+ P2 (EE + L+ PP
ou en coordonnées cylindriques (Van Cauwelaert, 1980):

_i 1 1 -~ 1
2n  (k, — 1) [{z2 + )32 (k3% + rz}”-]'

g, =

On trouvera au tableau | une série de valeurs de o, pour différentes valeurs de z/a, b/a et k;.
Les contraintes sont exprimées en fonction de p = P/4ab.

Rappelons qu’en surface la contrainte verticale dans I'axe de la charge est égale a 4p/n® = 0,405 p.

3.4. Fléche en surface sous une charge rectangulaire rigide

L'expression de la fleche en surface est obtenue & partir de (53) a laquelle on applique la transformation donnée

par (48):
_ P k-1 f“:/”‘ cos tx cos sy Jglat) Jo(bs)
w = & —_-E(kl 0 4 o dsdt. (69)

L’élimination du facteur m dans le dénominateur s’obtient en effectuant la transformation déja utilisée t = p cos 0,
s = psin 6 et donc:

P kn-1)

W= —5 jcas (px cos B) cos (py sin B) Jy (pa cos ) Jy (pb sin B)dpde. (70)

Dans I'axe de la charge (x = v = 0) la relation (70) se simplifie:

P k(n -1 [¥= ;
T2 #k,-—l_}— .[.Z“jo (pa cos 8) Jo (pb sin 8)dpds. (71)

La solution générale de cette intégrale a été établie par Gegenbauer (Watson, 1966, p. 407)*:

* Notons que la solution générale publiée par Watson contient une erreur. Le facteur précédant la série F n'est pas:
(ab)* Tlv — M2 + 1/2)

2Ma® + b)Y M2 2 Ty 4 1)

mais bien:
{ab)¥ I'lv — M2 + 1/2)

2Y@® + BB "M 12 Oy + 1/2)
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Contraintes verticales dans |'axe d’une semelle rectangulaire

N° 28

23

b/a 0,2 0,2 0,5 0,5 1,0 1,0

z/a Rigide Souple Rigide Souple Rigide Souple

0,5 0,408 0,738 0,445 0,945 0,430 0,984

1,0 0,304 0,471 0,448 0,789 0,463 0,914

1,5 0,230 0,325 0,408 0,629 0,467 0,808

Ky = 0,3 2,0 0,180 0,238 0,355 0,498 0,446 0,690
2,5 0,144 0,181 0,303 0,398 0,412 0,594

3.0 0,118 0,142 0,256 0,322 0,373 0,505

y = 154 3.5 ¢,097 0,113 0,218 0,263 0,333 0,430
4,0 0,081 0,093 0,187 0,218 0,297 0,368

4,5 0,069 0,077 0,161 0,183 0,263 0,317

5,0 0,059 0,065 0,139 0,155 0,234 0,274

0,5 0,369 0,613 0,459 0,902 0,445 0,971

1,0 0,241 0,343 0,429 0,667 0,479 0,847

1.5 0,170 0,218 0,351 0,473 0,456 0,685

K; = 05 2,0 0,125 0,149 0,275 0,340 0,399 0,538
2,5 0,094 0,107 0,215 0,252 0,337 0,422

3.0 0,072 0,080 0,170 0,191 0,281 0,334

y =170 3.5 0,057 0,062 0,136 0,149 0,234 0,269
4,0 0,046 0,049 0111 0,119 0,196 0,218

4,5 0,038 0,040 0,091 0,097 0,165 0,181

5,0 0,032 0,033 0,076 0,080 0,141 0,152

0,5 0,335 0,531 0,464 0,859 0,456 0,955

1,0 0,205 0,275 0,400 0,575 0,481 0,784

1,5 0,137 0,166 0,300 0,377 0,426 0,587

Ky = 0,7 2,0 0,096 0,109 0,220 0,256 0,347 0,432
2,5 0,069 0,076 0,164 0,182 0,275 0,322

3,0 0,052 0,055 0,124 0,134 0,218 0,246

y = 45 3,6 0,040 0,042 0,097 0,103 0,175 0,192
4,0 0,032 0,033 0,077 0,081 0,143 0,153

4,5 0,026 0,026 0,063 0,065 0,118 0,125

5,0 0,021 0,022 0,052 0,053 0,098 0,103

0,5 0,309 0,475 0,464 0,818 0,466 0,938

1,0 0,181 0,234 0,372 0,508 0,473 0,726

1.5 0,116 0.136 0,262 0,315 0,393 0,514

Ky = 09 2,0 0,078 0,087 0,184 0,207 0,303 0,362
2,5 0,055 0,059 0,133 0,144 0,232 0,262

3,0 0,041 0,043 0,099 0,105 0,179 0,196

y = 34 35 0,031 0,032 0,076 0,079 0,141 0,151
4,0 0,024 0,025 0,060 0,062 0,113 0,119

4,5 0,020 0,020 0,048 0,050 0,092 0,096

5,0 0,016 0,016 0,040 0,041 0,077 0,079

0,5 0,299 0,454 0,463 0,800 0,469 0,930

1,0 0,172 0,219 0,359 0,481 0,467 0,701

1;b 0,109 0,125 0,247 0,293 0,378 0,484

Ki =10 2,0 0,072 0,079 0,171 0,190 0,286 0,336
25 0,051 0,054 0,122 0,131 0,215 0,241

3,0 0,037 0,039 0,090 0,095 0,165 0,179

y = 3.0 3,5 0,028 0,029 0,069 0,072 0,129 0,137
4,0 0,022 0,023 0,054 0,056 0,103 0,108

4,5 0,018 0,018 0,044 0,045 0,084 0,087

5,0 0,015 0,015 0,036 0,037 0,069 0,072

En regard des contraintes verticales dans I'axe d'une semelle rigide
on trouvera les contraintes correspondantes dans |'axe d'une semelle
souple obtenues par (38) pour un massif isotrope et par (60) pour
un massif anisotrope.

1/n-—2 k% + kq + 1 E
ky = 2 pzr\f: ! 21 -n = —
n®— W k3 En

On constate qu'a partir d'une profondeur de I'ordre de 5a les contraintes deviennent indépendantes du mode d'application de la charge
(principe de Saint-Venant).

L'intérét pratique des résultats du tableau réside dans le fait qu'ils permettent de calculer facilement les tassements. Puisque ceux-ci sont
uniformes sous la semelle rigide, leur détermination peut étre faite en n'importe quel endroit sous la semelle et donc en particulier dans
I'axe. Ceci permet d'éviter d'avoir recours a des techniques plus compliquées telle la méthode graphique de Newmark (1947).

Le tableau renseigne également la valeur du facteur v de Fréhlich déterminée en fonction du degré d'anisotropie par v = (k5 + ky +
1)/% de maniére a en faciliter I'usage au lecteur plus familiarisé au formalisme du Fréhlich.
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1
a( cos® 0 + b%a? sin® 0)12 °

1
Fla (72)

% 2.2 20 2
_{JU (pa cos 8) o (pb sin B)dp = 3 . 4b%/a“.cos® Osin® 6 ]

4" " (cos?0 + b%aZ sin? 0)?
Cette intégrale ne converge par pour acos @ = bsin 8, c'est-a-dire pour 8 = arctg(a/b) ce qui empéche d'intégrer
(71) par voie numérique. Lorsque a = b, cas de la semelle carrée, la solution peut toutefois étre trouvée par voie

analytique. Ceci explique aussi les raisons pour lesquelles nous n’avons pu résoudre le cas général comme nous
I'avons signalé au § 2.2. Lorsque a = b, on a:

I Jo (pa cos 0) Jg (pasin B)dp = %F[

.p.J,_.

3. T 12
= 1 sin 29],

et (71) devient:
_ /2
=obs =1 L fF[i, %; 1; sin? 2B]d8.
0

nc Ek, —-1) a 4
Posant w = 26, il vient: 1 3 A3 8 ‘T
W=n12]l§1{{i<nl—:llll%£mz[l+ T M 14‘2.41.3 * st + -Jow
1.3 1.3 5 7
i e w e A w o s

La série entre crochets converge cette fois et tend approximativement vers 1,3, d’oii:

_ 065P kyn—1) 1
YT T Elg-1 a )

Dans le cas d'un massif isotrope, il vient:

__13P -4 1
W= . E 3 (74)

Comparant (73) a (63) on trouve que le rapport des fleches dans le cas de semelles carrées est égal a:

I
wrigide P 0|65 % — 0'74
Wsouple 7T | 1
"1+ V2

et qu'il est indépendant du degré d'anisotropie du sol.

Dans le cas de semelles circulaires on trouve (Zimpfer, 1961), (Van Cauwelaert, 1983):

W

- 0,79 (n/4).
Wsouple

La contrainte verticale dans 'axe d'une semelle carrée rigide est égale & 4/n” fois la contrainte uniforme sous une
semelle souple. Elle est donc plus faible que celle dans I'axe d'une semelle circulaire rigide égale & 0,5 fois la
contrainte uniforme.

Il est dés lors logique que le rapport des fleches dans le cas de semelles carrées soit également plus faible que dans
le cas de semelles circulaires. Cette conclusion nous rassure quant a la valeur du choix de la transformée intégrale
(48) pour exprimer les conditions aux limites sous semelle rectangulaire rigide.

4. CONCLUSION

L'intérét des solutions proposées ici est double.

D'une part les valeurs renseignées au tableau permettent le calcul rapide des tassements sous semelle rigide
rectangulaire.
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Mais les solutions obtenues par application des transformées intégrales permettent d’'autre part et surtout leur
utilisation dans le cas de massifs stratifiés et de présenter donc des solutions directement utilisables dans la pratique
sous forme d'une série d'abaques.

C'est & quoi nous comptons nous attacher dans un article prochain.
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