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lntroduction

L'analyse de la ruine des ouvrages par rupture au sein
d u massif de sol f ait le plus souvent apparaître
I'existence de surfaces de fortes discontinuités
cinématiques : les << surfaces de glissement,," Le long
de celles-ci le cisaillement du sol a été maximal : on les
appelle aussi << surfaces de cisaillement,,. Au labora-
toire également les échantillons de sols se rompent
souvent dans l'appareil triaxial du fait de I'apparition
d'une ou de plusieurs surfaces de cisaillement, alors
que l'échantillon était sensiblement hornogène au
début de I'essai. Au cours de I'expérience, nous avons
donc eu un changement du mode de déformation de
l'échantillon :d'un mode initial proche de I'homogène
(l'échantillon restant sensiblement cylindrique) jusqu'à
u n mode très f ortement hétérogène (existence de
surfaces de cisaillement) par localisation des déforma-
tions le long de surfaces privilégiées.

Dans notre étude, nous ferons I'hypothèse que cette
localisation des déformations est due à une instabilité
de la loi de comportement du matériau : nous suivons
ici une démarche maintenant classique dans l'étude de
la rupture des structures métalliques (par exemple, Hill
[18], Rice l24l). Ce point d'instabilité de la loi de
cornportement, qui se traduit par le passage d'un mode
de déformation diffus à un mode strictement localisé
alors que les conditions aux limites imposées à
l'échantillon restent identiques, peut être qualifié de
.. poiht de bifurcation', du champ des déformations,
situant ainsi notre problème dans le cadre beaucoup
plus vaste de la théorie des bifurcations (dont une
application à la mécanique est, par exemple, donnée
dans I'ouvrage de Thompson et Hunt t28l). Ce concept
de bifurcation est lui-même d'ailleurs un cas particulier
du concept beaucoup plus général de .. câtâStrophe,,
(exposé, par exemple, dans I'ouvrage de René Thom
127)\. Dans de précédents articles (Darve et al .112, 161)

nous avions repris un exemple de Thompson et Hunt,
montrant un système mécanique simple - comportant
une barre rigide articulée et un ressort dont la
rupture s'effectue par passage d'un mode de déforma-
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tion ..restreinte " à un second mode de déformation
..importante ". Dans cet exemple, le point de bif urca-
tion est déterminé par I'intersection de deux chemins
d'équilibre.

Dans I'analyse du comportement d'un échantillon de
sol à l'appareil triaxial, deux modes possibles de
déformation, pour un échantillon initialement homo-
gène, correspondent le premier à la poursuite d'une
déformation homogène, le second aLt glissement le
long d'une ou de plusieurs surfaces de cisaillement. Ce
second mode pourra être atteint si .. le critère de
localisation >> est vérif ié (pour un chemin de sollicita-
tion donné) avant le critère de rupture plastique
homogène. ll nous faut donc, tout d'abord, déterminer
ce critère de localisation et nous rappellerons la
démonstration de Hill t18l ou Rice 1241, qui exprime
I'apparition d'une surface de discontinuité cinémati-
que au sein d'un milieu. Nous verrons qu'il nous
permet, en outre, de calculer la direction locale
(initiale) de la surface de glissement.

Dans I'expression de ce critère de localisation, f igure la
loi rhéologique du matériau par I'intermédiaire du
tenseur L reliant I'incrément de contrainte à la petite
déformation pure dans une écriture incrémentale de
cette loi. Nous savons que, pour des matériaux
possédant des irréversibilités plastiques, cê tenseur L

dépend de la " direction > de l'incrément de contrainte
(par exemple, ce tenseur prend deux valeurs différen-
tes pour deux incréments opposés en direction). Nous
avions développé précédemment une loi incrémentale
octo-linéaire (Darve et al. [1 1 , 13, 14], Boulon et
al.12, 4l) dans laquelle le tenseur L pouvait prendre
huit déterminations différentes suivant la direction de
!'incrément de contrainte. Nous avions vérifié que la
continuité de la réponse incrémentale était bien
assurée lors d'un changement de détermination : en
particulier, sur la frontière commune à deux ou
plusieurs zones tensorielles (zones de I'espace des
incréments de contraintes, associées à une même
détermination) la réponse est la rnême quelle que soit
la détermination de L (associée aux zones adjacentes)



que I'on considère. Par contre, pour des calculs de
bif urcation correspondant à des chemins de sollicita-
tion situés sur une telle f rontière commune, se pose le
problème du choix de la détermination. Or les calculs
effectués pour l'étude des structures métalliques ont
montré toute I'influence de la loi de comportement
choisie sur les résultats obtenus (par exemple, Rice et
Rudnicki [25], Christoffersen et Hutchinson [6], Hut-
chinson et Neale [19]). ll était donc important d'utiliser
une loi rhéologique dont le tenseur L variât continue-
ment avec la direction de I'incrément de contrainte.
Nous avons développé une loi incrémentale non-
linéaire du second ordre à cet effet : elle généralise
notre précédente loi octo-linéaire et nous en présente-
rons les principales caractéristiques dans cet article.

Au cours d'un séjour au sein du Département de Génie
Civi! de la Faculté des Sciences Appliquées de
Sherbrooke (Québec), nous avions eu I'occasion
d'analyser le comportement des argiles .. structu rées ',
de I'Est du Canada sur la base de l'étude expérimentale
très complète menée au sein du Département dans le
cadre de contrats passés avec la Société d'Énergie de
la Baie James" Ces argiles, sous faible contrainte, Sê
rompent avec de forts maxima d r.r déviateur de
contraintes et avec des surfaces de glissement très
visibles : elles se prêtaient donc bien à I'application de
nos calculs. Ce sont ces applications que nous
développerons ici de manière détaillée à la suite d'une
prernière présentation sommaire dans Darve et Lefeb-
vre t1 61.

1 Expression du critère de localisation

La formulation que nous donnons ici fait appel à des
hypothèses très générales : par exemple, loi rhéologi-
que non linéaire sous forme incrémentale ou différen-
tiation objective du tenseur de contraintes pour
prendre en compte d'éventuelles rotations importantes
des axes principaux.

Soit un échantillon homogène d'un matériau soumis à
des champs uniformes de contrainte de Cauchy [o,,] et
de détormation dans un repère orthonormé (1 , 2, 3)
(f ig. 1).

Nous supposons qu'il vient d'apparaître une bande de
cisaillement dans laquelle le champ du gradient des
petits déplacements est non uniforrne dans une
direction perpendiculaire à la bande tandis qu'il reste
uniforme à I'extérieur (proposition A).

Soient [do,,] I'incrément de contrainte actuel dans les
axes (1,2,3) et une facette parallèle à la bande. La
continuité du vecteur incrément de contraintes sur
cette facette doit être assurée quand la facette traverse
la bande. Si nous notons A(T) la différence entre la
valeur du tenseur T en un point courant à I'intérieur de
la bande et sa valeur uniforme à I'extérieur, nous en
déduisons la relation de type ., statiQue,, :

n,A(do,i) : 0

où le vecteur {n,} est une normale unitaire à la bande
(v. f is. 1).

D'après la définition choisie pour une bande de
cisaitlement (proposition A) gt gn notant {v,} l" vecteur
vitesse du point courant, {g,} un vecteur arbitraire
fonction des coordonnées du point courant et de
valeur nulle à I'extérieur de la bande et dt I'incrément
de temps, nous aurons :

Figure 1 Bande de cisaillement et sa normaleh dans le
repère (1, 2, 3).

or d,n, :|ff.ffi) dt,

si de est la petite déformation pure correspondant à
I'incrément de contrainte do.

D'où : A(de r.z) : (gnn, * grnn) dt. (3)

Cette équation (3) de type ., cinématique,>, jointe à
l'équation (1 ), représente une condition nécessaire
pour I'existence d'une bande de cisaillement. Ce sont
des conditions suff isantes dans la mesure où le vecteur
{g,} n'est pas partout nul.

Une équation supplémentaire nous est indispensable
pour relier [do,i] à [drnr]:elle nous sera fournie par la
loi rhéologique du matériau écrite sous forme
incrémentale.

Si nous nous limitons au domaine de comportement
élasto-plastique du matériau, cette loi rhéologique
s'écrit de rnanière générale :

Ooi.i : F'i(dexr) (4)

où F est une fonction non linéaire homogène de
degré 1 (dans un sens restreint aux valeurs positives
du paramètre multiplicatif) (Darve et a!. [1 1, 12, 14),
Bonlon et al. [4]). Les équations (1) et (3) ont été écrites
dans les axes fixes (1,2,3): il nous faut donc aussi
écrlre cette équation (4) dans ces mêmes axes. Mais se
pose alors le problème de .. I'objectivité', de l'équation
(4),c'est-à-dire son invariance par rapport à un
observateur en mouvement; or si la petite déformation
pure de est une grandeur naturellement invariante,par
contre I'incrément de contrainte Do n'est objectif que
si la différentiation est effectuée par rapport à un
repère local tournant à une vitesse égale à la vitesse de
rotation propre de l'élément matériel. Si nous nous
imposons, comme c'est le cas ici, de raisonner en axes
f ixes, il nous faut utiliser un opérateur de différentia-
tion objectif comme par exemple l'opérateur de
Jaumann qui s'écrit :

DT : 6oil - dr,xcrxj - dor;xoir, (5)

où dor est !a petite rotation propre égale à :

1

,

(1)

^ 
(= dt) - s,n, dt (2)
\ôxi /

I
I

^

c
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66'i:t(#-:lïl dt (6)



D'après (4), nous pouvons écrire :

A(Doi;) : LIin, A(dexr) F)
où nous avons indicé .. t', le tenseur L pour insister sur
le fait qu'il représente la génération tangentielle de la
fonction F, distincte de ses générations sécantes L=

(fis. 2) :

goii : L?in, deks.

Si I'on veut calculer la réponse d'un matériau à une
certaine sollicitation, c'est-à-dire si I'on a besoin du
résultat du produit L de, ofl préfèrera le plus souvent
utiliser une génération sécante L=, en général plus
simple que la génération tangentielle L', étant entendu
que I'identité d'EULER sur les fonctions homogènes
implique que:

L?in, drn, - LÏtn, denr.

Dans la formulation d'un critère de localisation, nous
verrons que le tenseur L intervient seul " la relation (7)
nous impose d'utiliser L'.

D'après (5) nous avons :

A(Do;;) : A(do,i) - A(dor,n) oni - A(dor;n) t,n

et d'après (6) :

A(d<rr;;) :

Figure 2 Schémafisation des générations tangentielle
et sécante de la fonction tensarielle non linéaire reliant
la direction du tenseur do à la direction du tenseur de.

point de bifurcation. Pour une classe de chemins de
sollicitation donnée, l'ênsemble de ces points formera
le .. critère de bifurcatioFr >, du matériau pour ces
chemins. Dans la pratique, les états de contrainte de
bif urcation seront des états-limites en ce sens que les
imperfections (inévitables dans les essais réels)
tendront à faire apparaître les surfaces de cisaillement
plus .. râpidement ', Sur un chemin donné. NouS voyons
apparaître ici la différence fondamentale entre .. critère
de plasticité ,, 

- par déf inition indépendant du chemin
suivi pour I'atteindre - et ..critère de bifurcation,,
par essence fonction du chemin de sollicitation
(v. fig. 3)

Dans le critère de localisation obtenu f igure le tenseur
tangent de la loi rhéologique. L'objet d u prochain
paragraphe est donc de donner une explicitation de ce
tenseur L.

crit èr e de

(8)

Soit avec (2) :

A(dor;;)

Enf in, d'après (1) et

1: 
t (g,nr - 9in,) dt. (9)

en utilisant (8) et (9) :

l(^Ë) -^(#)) o,

In,rl,n, 
fre *] t"popjox * hpopqnoô1. - flpopxflj - c,,-)]

det 
[n,al,*, 

îet 
] t"popjhx * îpopqnoôir. - n"o.nnj - r,-)]

0 (13)

n,A(Do,,) : -)n,(gihx - gxo;) op; dt

1

- , 
n,(gtnk - gnni) oip dt. (10)

Or (7) et (3) impliquent :

n,A(Do,,) : 
:",LTinr(gxîz 

* grnn) dt. (1 1)

Quelques lignes de calcul, explicitées dans Darve et
Lefebvre [16] permettent de tirer de (10) et (11) (ôin étant
le symbole de Kronecker) :

9x : 0 (12)

(12\ représente un système de trois équations linéaires
et homogènes avec trois inconnues gr, gz, gs : une
condition nécessaire et suffisante pour qu'il admette
une solution non nulle en gr, gz, gs est que son
déterminant soit nul. Cette condition nous fournit le
critère de localisation que nous cherchons :

L'équation (13) fait intervenir les composantes de la
normale locale à la bande de cisaillement, l'état de
contrainte actuel directement et par I'intermédiaire de
L, I'indice des vides actuel et I'histoire de la
sollicitation ainsi que la direction du vecteur incrément
de contrainte actuel par L. ll y aura bifurcation du
champ des déformations lorsque, pour un chemin de
sollicitation donné, l'équation (13) admettra rrne ou
plusieurs racines réelles en {^,}: les conditions
théoriques, nécessaires à I'existence d'une ou de
plusieurs bandes de cisaillement, seront alors réunies.
L'état de contrainte et de déformation obtenu sera un
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Figure 3 Schématisation d'un critère de plasticité et
d'un domaine de bifurcation pour une argile structurée.
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Expression de la loi rhéologique incrémell-
tale non linéaire du second ordre

Cette loi a été exposée dans Darve et al. [8, 10, 15].
Nous nous attacherons plutôt ici à relier les hypothèses
à des caractéristiques de comportement, mesurées au
laboratoire, ainsi qu'à expliciter le calcul du tenseur L

"tangent" à partir de la connaissance d'un tenseur
" sécant o.

En nous restreignant au domaine élasto-plastique du
comportement, 4ous devons expliciter la fonction
tensorielle F définie par : Do,, : F,,(depa) où [Do,,] est
une différentielle objective de la contrainte de Cauchy
[o,,] et [de*r] la petite déformation pure.

En utilisant la symétrie des tenseurs do et dE, nous
pouvons nous ramener à l'étude de la fonction
vectorielle G (Darve [7]) :

de- : G.(dou) (ct, B : 1, ..., 6).

Le caractère non visqueux du comportement décrit
impose à G d'être une fonction homogène d'ordre 1

(dans un sens restreint); son caractère plastique
implique par ailleurs que G est non linéaire.

Du fait de la propriété d'homogénéité, la restriction de
la fonction tc-l à tout hyper-cône infiniment petit
d'axe {dou} est linéaire (au second ordre près) (identité
d'Euler pour les fonctions homogènes).

D'où : de- : Mju(u")doB (ct, 9, "v: 1, ..., 6), (14)

où {u,} est le vecteur unitaire dans la direction {dou}.
Sur l'équation (1a), les caractères à la fois homogène
d'ordre 1 et non linéaire de G apparaissent nettement.
Notons que, alors que Mt(u) par construction est
définie unique, il existe une infinité de matrices M'(u)
(qu'on peut qualifier de " sécantes ") telles que :

Miu(u) dou : Mju(u) dou

(par exemple, Christoffersen et Hutchinson [6] remar-
quent que, pour tout vecteur {t} orthogonal au vecteur
{o.'}, on a:

(tMjp(u)l + {t-}6{tu}y{dclu} : tMju(u)l{dou}).
Nous allons bâtir notre théorie à partir de M"(u), puis,
pour I'utilisation du critère de localisation, nous ferons
le calcul de M'(u).

Expérimentalement, nous savons qu'un échantillon de
sol ayant subi une histoire quelconque de déforma-
tions n'est plus isotrope (par exemple, Biarez [1]) quant
à ses propriétés mécaniques.

Si la sollicitation n'a pas induit de rotations d'axes
principaux, on démontre que l'échantillon est ortho-
trope et que les axes d'orthotropie sont constitués par
les axes principaux des contraintes et des déforma-
tions (qui sont restés dans ce cas fixes et confondus).
Dans le cas général, décrire I'anisotropie de l'échantil-
lon par I'orthotropie est une hypothèse sans doute
d'autant moins vérifiée que les axes principaux des
contraintes et des déformations sont plus éloignés les
uns des autres. Dans ce cas général se pose aussi le
problème de l'hypothèse à faire concernant la
caractérisation du repère d'orthotropie.

Si le tenseur M(u) dépend fonctionnellement unique-
ment du tenseur de contrainte (resp. : de déformation),
on peut démontrer que ces axes d'orthotropie sont
constitués par les axes principaux des contraintes
(resp. : des déformations) (Chambon [5]). Comme ce
n'est pas le cas dans le cadre de nos hypothèses, il
nous faut préciser le repère d'orthotropie. Les
expériences que nous avons menées pour simuler des
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cisaillements cycliques (Darve [9, 10]) nous ont amené
dans ce cas à choisir le repère principal des
déformations, mais ce résrrltat ne peut être valable de
manière générale.

Notre première hypothèse consiste ainsi à supposer la
loi incrémentale orthotrope dans un certain repère et
en ce que la " dépendance directionnelle', de M(u) ne
se fasse que par rapport aux trois premières
composantes de {r"} (c'est-à-dire les composantes
relatives aux directions d'orthotropie).

donc: M"(u)-M=(u)

On démontre alors que M=(u) ne possède plus que
12 êléments non nuls quand on I'exprime dans le
repère d'orthotropie.

Les modules de cisaillement G.,, Gr, G3 (G., :
do2s/dazs) ont été exprimés en suivant une démarche
analogue à celle utilisée dans les calculs de bif urcation
en plasticité des métaux (par exemple, Hutchinson et
Neale [19]) et en mécanique des sols par Vardouiakis

s.,,{u}_ll:|

t30l
Nous avons pris .

,^ do"" Czz - Crgg
vr.| -' der" 2(urr-ess)

(15)

sachant que, dans le cas d'une symétrie de révolution
du problème et de la sollicitation, un tel module
s'exprime en fonction de deux des neuf autres
éléments de la matrice M.

Nous sommes donc ramenés à l'étude de la matrice
3 x 3 : N(U), définie par :

(du") (do,,)
I "l 

rr,_\ I I( dr 22> - N(u) ldo""l , ('l 6)

(0,"" ) ( 0,".)
dans le repère d'orthotropie courant. Pour expliciter
N(u), deux hypothèses sont indispensables : I'une pour
préciser I'expression mathématique de N(u) en fonc-
tion de certaines variables, qui seront déterminées par
identification du cornportement théorique avec un
comportement mesuré expérimentalement sur une
classe de sollicitations particulière, I'autre pour décrire
au mieux analytiquement ce comportement expéri-
mental.

Comme pour la loi octo-linéaire (Darve et al. [1 1, 13,
141, Boulon et al. 12,41), la loi de comportement est
.. calée " sur les chemins triaxiaux " généralisés ,, en
compression et en extension. L'expérience devra ainsi
fournir le comportement du matériau le long des six
demi-axes ti.,, tir, t i" (fig . 4), c'est-à-dire les trois
familles de fonctions f , g, h en compression (elles
seront notées f 

*, g*, h*) et en extension (elles seront
notées f-, g-, h-) pour une histoire antérieure
quelconque du matériau :

ok: f(r*, ci, uu) (k, j , ( :1, 2, 3)
rj : g(e*, ui, or\ (k + j + () (17)
Ee : h(r*, ai, ue) (oi, o, paramètres constants).

Nous posons :

ux:(+) ; vi: -(P) i
\de*/ aj, oe \ôsx, o,, o,

VÉ: -(+)
\dtk/ Çi, <tt

Ces fonctions Uk peuvent être considérées comme
représentant des " ffiodules " tangents et les fonctions



nous avons :

il

Nous noterons Ut, Vi*, V[* les
respectivement à f *, g*, h* et U1,
et nous poserons enfin :

t- 1 -vl-I ut uË

N*: l-u?- 1

I Ui Ui
I v?* v3*
l- uî -uâ

Figure 4 Définition des chemins de * calâge u de la loi
de comportement.

Vl comme des " coefficients de Poisson', tangents.

fonctions associées
Vl-, VÉ- à f -, g-, h-,

N- étant définie
de manière semblable.

Ces deux matrices N+ et N- peuvent ainsi être
calculées à partir de la donnée expérimentale du
comportement du matériau le long de chemins
trlaxiaux généralisés en compression et en extension,
cette donnée se traduisant par la connaissance
analytique explicite des familles de fonctions f , g, h,
calées sur les courbes expérimentales. C'est dans ce
calage que se fait la détermination des < constantes >,

du matériau qui interviennent dans l'expression de ces
f onctions.
ll nous reste à préciser quelle hypothèse a été choisie
pour exprimer N=(u) en fonction de N* et de N- : nous
avons considéré une variation .. linéaire,, de N avec u
de la forme suivante :

(1e)

Par identification des comportements fournis par les
équations (17) et par la relation (19), nous tirons :

A + B : N* et A - B - N-.

D'où finalement :

r-r1 ,1
{d;} --;(N* + N-){d"}. âll*T (N* - N-){d',}

(20)

Les relations (15) et (20) déf inissent la loi de
comportement du matériau, qui peut être caractérisée
com!'ne incrémentale non linéaire du second ordre.

La relation (18) nous fournit I'expression d'une matrice
sécante N=(u) : nous avons besoin de la matrice
tangente. Nous allons en effectuer le calcul dans le cas
plus simple (qui correspondra à nos applications) pour
leq uel :

do"" : do"1 : dor z:0.
En écrivant (19) en notation indicielle, nous obtenons :

dr, : A;; do; . 
# 

8,, (do;)2 (i, j : 1, 2, g\

et par d iff érentiation (ô*i étant le sym bole de
Kronecker) :

d(dei) : A,i d(do;) . ffi Bu, do; d(do;)

dcr- d(do-)
8,, (do;)2

(o : 1, "', 6)'

Avec dor": do", : dor z:0, oh obtignt :

d(dei) : A,i d(doi) . ffi 8,, do, d(do;)

1

- 
l@1s 

B1ç(doP)" doi d(do;)'

D'où I'expression d u terme général de la matrice
tangente N'(u) :

12 1r
dr, : 

LO,, 
* 

l-a;1 
811 dopôxj 

''ailE 

B1n (don)" doiJ Oo,.

(21)

On peut vérifier sur cette expression que :

N'(u) {d;}: N=(u) tA;}
Les modules de cisaillement G.,, G", G3 étant
directionnellement .< constants ,,, ce seront les mêmes
pour la matrice tangente M'(u) que pour la matrice
sécante M=(u).

3 Application au cas de I'essai triaxial de
révolution

Nous restreignons maintenant notre étude au cas de
I'essai triaxial dont nous notons 1 la direction axiale et
2 et 3 deux directions radiales orthogonales. Dans ce
repère, les différents tenseurs s'écrivent :

[o,i]:

[e,r] :

-o1 0

0 -a2
00

-t1 0

o -'-2

{d,}- Atd;}.# B{d,"}

N"(u)-A.rI 0 u2 0

00u3 l
u1 0 0

(18)

où par tt:ÏH" 
;' 

vecteur unitaire de do :

, - 
;;a., ll 

(sans sommation sur i)

avec

llo'll :
+ (do"")= * 2(do2s) + 2 (dogr ) + 2 (do, z)

En posant :

{d;}- et {d'} -
l:t::ll::::i

_ï"1

_ï" l
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l--dol 0 0 I
[do,r]:l 0 -do, ? |

L 0 0 -dcr2j

[-0" 0 0 let [dr,t]: I 0 de, 0 |

Lo o -0,,J
avec les conventions de signe usuelles en
des sols.

Écrivons l'équation (13) sous la forme :

det (h,L,inrh, * J;n) : 0,

nous calculons tout d'abord :

mécanique

Jrr:[(n")'+(n")'f (T)
Jzz : (n, )" (o" :o 

'') : J""\2/
J.rz:îrhz (T) : -r,,
Jrg: I'lrhg (o" -o..\ : -J",\2/
Jzg:Jsz:0.

En appelant ct I'angle de la direction locale de la bande
de cisaillement avec I'axe de révolution,

(tn":ffi;'
le développernent de l'éq uation (1 3) aboutit à u ne
équation paire, du sixième degré en tg cr, que nous
avons donnée de manière explicite dans Darve et
Lefebvre t161. L'élimination d'une racine parasite,
négativé' en tg'cr nous ramène à l'étude de l'équation
suivante., paire, du quatrième degré en tg ct :

. t. 
^ 
_ut - c|z\ 

tgo *Lt-tr.\L.t212- 
2 )

* I l., .,.,,,Lrrrz- Lt,,"rLrr.- - L., .,rr(Lrr.," * *)L "--\ 2 /
' /' ot -rr^\1- Lrr',r i L\ -1212 

2 - )J 
tn' o

. +' /Lrrrr(t,", "*ry) - o. (22\

Cette équation est intéressante à plus d'un titre :

1) Elle est du second degré en tg".r et, quand elle
admet des racines réelles, elles sont positives. Nous
retrouvons donc la discussion classique (Rudnicki et
Rice [26], Rice 124} Vardoulakis et al. 129,311) de
I'existence d'un régime elliptique (pas de solution) et
d'un régime hyperbolique (deux solutions distinctes),
séparés par le régime parabolique (une solution
double). La naissance d'une surface de rupture sur un
chemin de sollicitation donné correspondant à I'exis-
tence de la prem ière racine réelle, c'est ce régime
paraboliq ue q u i nous caractérisera les points de
bif urcation (v. f ig. 5). Pour une classe de chemins de
sof f icitation donnée, le critère de bif urcation sera donc
obtenu par annulation du discriminant de l'équation
(22\ et les directions des surfaces de glissement seront
fournies par la racine double de cette équati on (22).

2) Nous aurions pu obtenir directement cette équation
(?2) en considérant le problème non plus com me
s}métrique de révolution mais comme un problème
plan. Nous pouvons en conclure que, pour I'essai
triaxial, les bif urcations par bandes planes de
cisaillement ou par cônes de cisaillement sont
absolument équivalentes. Seules les imperfections

REVUE FRANçAISE DE GEOTECHNIOUE NUMERO 23

REGIME
PARABOLIOUE

ch ern in

Figure 5 Schématisation du critère de bifurcation,
correspondant à une certaine c/asse de chemins de
sollicitation : la bif urcation se produit sur la courbe du
régime parabolique séparant le domaine elliptique du
domaine hyperbolique.

initiales de l'échantillon et les conditions aux limites de
I'essai non parfaltes feront qu'un type de bif urcation se
développera plutôt qu'un autre. Rappelons à ce sujet
gue l'étude théorique présentée ici ne peut fournir
q u'un critère de bif urcation correspondant à un
échantillon et à un essai sans imperfectioh, c'est-à-dire
une résistance maximale théorique (mais nous verrons
qu'elle peut être bien " inférieure > au critère de
plasticité : d'où I'importance du critère de bif urcation
dans l'étude de la ruine des ouvrages en génie civil).
Dans la pratique, cette résistance maximale théorique
sera réduite par les imperfections de l'échantillon et de
l'essai (Desrues 1171, Boulon et Cichy t3l).
3) La correction provenant de la dérivation objective
de Jaumann n'apparaît dans l'équati on (22) que par le

dem i-excédent axial de contre ' /a t - oz\ilnre \ z / par

rapport au module de cisaillement L.,r.r. ll est donc
possible facilement de conclure, dans une étude
donnée, sur la nécessité ou non de mener les calculs
avec la dérivée de Jaumann du tenseur de contrainte.
Le calcul des cinq fonctions L,jnr, qui interviennent
dans l'équation (22), se fait facilement à partir de
I'inverse de la matrice Mt.

Si nous notons : (Mt)-1 - P, nous aurons .

Prr : (Mt)nt - (N')r,'
Prr- (M,)t - (N,);
P-,, - (M') ,J : (N')r"'
Pzt: (M')r-i - (N')t,'

t-r-1111 -
t-t-2222 -
t-L1122 -
t-v2211 -

t-L1212 -

Rappelons que, d'après l'équation (21) :

(Mt)uut : Gs - 
u1- u2 

-

2(tr - ez)

do* ôxi ,fu B,n (don)'doi,Nïi :

où: A

2+-
llo'll

:l(N* + N-) et B :t(N* - N-).

Pour un chemin de sollicitation donné, la connais-
sance de la loi rhéologique intégrée pas à pas le long
du chemin nous fournira pour chaque incrément les
valeurs des fonctions L,,nr. Si, à partir d'un incrément,
la valeur du discriminant de l'équati on (22) de négative
devient positive, nous dirons que l'état de contrainte et
de déformation à cet incrément " frontière >> est un état

R EGIME
HYPERBOLIQUE

R EGIME
ELLIPTIQUE

d'êtat



de bifurcation pour !e matériau, c'est-à-dire qu'il
représente un état de résistance limite à partir duquel
la rupture se produira par développement d'une bande
de cisaillement, dont I'orientation nous sera fournie
par la racine double de cette équati on (22\ (v" f ig" 5).

4 Application au cas de I'argile du slte .. Olga ,,

L'argile que nous avons étuoi""*, a été prélévée sur le
site ., Olgâ,, près de la ville de Matagami à 700 km
environ au nord-ouest de Montréal (Québec). Ce site
fait partie du complexe Nottaway-Broadback-Rupert
occupant la partie sud des territoires de la Baie James.
L'argile s'est formée par sédimentation au fond du lac
Barlow-ojibway, il y a environ 10000 ans à la suite du
retrait de la calotte glaciaire laurentidienne. ll s'agit
d'une argile varvée, normalement consolidée du point
de vue géologique, plastiqLte (lo: 40 "/.), saturée, de
teneur en eau supérieure à sa !imite de liquidité
(W. : 68 7"), de teneur en argile (particuies de
diamètre intérieur à 2ù égale à 90"/".

Les échantillons ont été prélevés à !'aide de l'échantil-
lonneur mis au point à I'Université de Sherbrooke
(Lefebvre et Poulin t23l). Cet appareil permet d'obtenir
des blocs d'argile intacte de 25 à2T cm de diamètre et
d'environ 35 crn de hauteu r. Les échantillons de
laboratoire sont découpés dans ces blocs (diamètre .

3,55 cffi, hauteur . 7,11 cm) et consolidés anisotropi-
quement avant leur écrasennent à I'appareil triaxial.
Cette argile naturelle (comme la plupart des argiles
intactes) présente ce qu'il est convenu d'appeler un
., effet de structure ,,, relativement important dans ce
cas.

Lors d'un essai ædométrique, oî constate que le sol se
comporte comme s'il était surconsolidé (Lefebvre et al.
t21]), I'existence d'une structure ou d'une .. cimenta-
tion ,, venant apporter une résistance supplémentaire.
Avant que la pression d'écrasement de la structure ne
soit atteinte, le comportement de I'argile est fonction
d'une certaine résistance .. structurale,, et plus ou
moins indépendant des contraintes effectives. Sous la
pression d'écrasement se produit une forte diminution
de volume; au-delà le comportement est vorsrn de celui
d'une argile normalement consoiidée classique avec
u ne résistance f onction croissante des contraintes
eff ectives.

A I'essai triaxial, dans le domaine structu ré, les
déformations restent faibles et les .. ffrodules >) conser-
vent de fortes valeurs jusqu'à la rupture qui apparaît de
façon brutale et se traduit par une chute importante de
résistance en particulier aux faibles valeurs de la
contrainte latérale (Lefebvre et al. 120, Z2l, Wong et
Mitchell t32l). ce pic, très marqué, des courbes
contrainte-déformation disparaît peu à peu quand la
contrainte latérale augmente, par accroissement de la
résistance de palier fonction croissante de la con-
trainte latérale, ce qui exprime une loi de type
Mohr-Coulomb pour un matériau avec frottement. l_es
pics sont accompagnés de la présence d'un ou de
plusieurs plans de cisaillement. La résistance de palier
atteint sensiblement la résistance de pic, quand la
déstructuration est approchée. Puis, dans le domaine
déstructuré, le comportement devient analogue à celui
d'une argile normalement consolidée. Dans tous les
cas, le matériau est contractant sur chemin triaxial
d rainé.

(.) Cette étude a été menée au cours d'un séjour au sein du
Département de Génie Civil de Ia Faculté des Sciences
Appliquées de Sherbrooke (Québec).
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Les figures 6 à 9, tirées de Lefebvre et al. [21], illustrent
ce comportement. Sur la figure 6, le pic de résistance
est très marqué puisque, pour cette faible valeur de la
contrainte latérale, la résistance de palier est elle-
même faible. Lors de la rupture, le matériau est
contractant, puis de la dilatance apparaît. ll semble que
I'on doive se garder de I'interpréter comme un
comportement . vraiment " rhéologique puisque
l'échantillon est alors fortement hétérogène du fait du
développement de bandes de cisaillement. L'échantil-
lon, séché puis coupé le long d'un plan méridien, laisse
d'ailleurs apparaître (à " l'æil nu ") de petits vides le
long de la surface de glissement, ce qui pourrait
expliquer cette dilatance. La f igure 7 présente un essal
réalisé à une contrainte latérale trois fois plus élevée :

la résistance de palier tend à se rapprocher de celle de
pic et la contractance est visible. Pour le troisième
essai présenté sur la figure 8, la contrainte latérale a
doublé. La résistance de palier a encore augmenté de
même que la contractance. La faible dilatance initiale
est restée une exception parmi tous les essais
effectués el ne paraît pas être représentative du
comportement du matériau. Le quatrième essai (fig. 9)
est situé à la limite du domaine structuré.
En somme, la rupture de cette argile structurée peut se
caractériser par les quatre traits suivants :

A) Elle se produit pour des déformations axiales
voisines de 1 "/": I'argile a donc été peu déformée.

B) Elle se produit pour un excédent axial de contrainte
proche de 60 kPa : le critère de plasticité estimé
donnerait une résistance beaucoup plus forte. Le
. module " (c'est-à-dire la pente de la courbe
contrainte-déformation) un peu avant la rupture est
donc encore très élevé. La rupture peut ainsi être
qualifiée de " brutale ".
C) Elle se produit dans le domaine de contractance de
I'argile. Dans aucun cas, on ne note de dilatance avant
la rupture.

D) Elle se produit par apparition au sein de l'échantil-
lon d'un ou de plusieurs plans de cisaillement, inclinés
par rapport à l'axe vertical de révolution d'un angle
approximativement égal à 25".

La particulière netteté du phénomène de localisation
des déformations (" loin. de la rupture plastique
homogène) se prêtait bien à une étude de la rupture de
cette argile naturelle comme un problème de bifurca-
tion:ce sont les résultats de cette étude que nous
alfons maintenant présenter. L'équation (22), à laquelle
nous avons abouti sur un plan théorique, fait intervenir
la loi rhéologique du matériau. Nous préciserons tout
d'abord les paramètres mécaniques que nous avons
introduits dans la loi.

Les paramètres mécaniques d'un matériau interviqn-
nent dans l'expression des fonctions f, g, h (équations
(17)), qui caractérisent le comportement du sol sur des
chemins triaxiaux " généralisés ". euelques hypothè-
ses (Darve [7]) nous permettent de relier ces fonctions
f, g, h aux fonctions f- et k, définies sur des chemins
triaxiaux conventionnels drainés réalisés en comDres-
sion et en extension :

o' : f*(e1, o3)
e: k(e1, o3),

où o1 et 03 sont respectivement les contraintes
effectives axiales et latérales, e, la déformation axiale
et e I'indice des vides.

L'expression de f* pour un chemin monotone est la
suivante :
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Figure 6 Rupture de l'argile Olga (21) en compression
triaxiale drainée pour une contrainte latérale de 5 kPa.
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Figure 8 Rupture de l'argile olga (21) en compression
triaxiale drainée pour une contrainte latérale de S0 kPa.
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Figure 7 Rupture de l'argile Olga (21) en compression
triaxiale drainée pour une contrainte latérale de 15 kPa.
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Figure 9 Rupture de l'argile Olga (21) en compression
triaxiale drainée pour une contrainte latérale de 50 kPa.
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tr1 : f*(tr, *C"
exp (A.' le-' l) * A=

et I'expression de k est :

e : k(e1, os)=êo - e."[1 - exp ( - A"rr)] + B.e,
- C"(rr)" exp( - D"e.,).

Dans ces expressions, les différents coefficients ont
pour signification et valeur :

- A., est un paramètre de.formeo pour les courbes
contrainte-déf ormation.

- C* est la valeur de (o1 - o.)/o" en rupture plastique.

- A" dépend de la pente initiale de la courbe f-, notée
uo.

- eo est I'indice des vides initial.

-.eM est I'amplitude de la contractance en compres-
sion ou de la légère dilatance en extension.

- A" dépend de la pente initiale de la courbe k,
elle-même fonction du pseudo-coefficient de poisson
initial noté u".

- B. est relié à I'angle de dilatance du matériau (ce
coefficient n'a pas d'effet ici).

- C" et D" sont fonctions de la position du minimum
de I'indice des vides en compression ou de son léger
maximum en extension dans le plan (e, e.,).

Dans cette étude, des caractéristiques très simples ont
été choisies. Certaines représentent directement des
propriétés mécaniques comme la cohésion, I'angle de
frottement, le module de Young, ..., d'autres sont des
paramètres à signification physique indirecte comme
la constante A., qui permet de "raidir" plus ou moins
les courbes contrainte-déformation sur chemin triaxial
drainé. Toutes ces constantes du matériau sont soit.
pour les premières, mesurées directement sur les
résultats d'essais triaxiaux de compressions-
extensions drainées soit, pour les secondes, détermi-
nées par " calage " des formulations analytiques des
fonctions f* et k avec les courbes expérimentales
correspondantes en compressions-extensions drai-
nées pour différentes valeurs de la contrainte latérale.
Les principales valeurs trouvées sont les suivantes :

- le passage du domaine structuré au domaine
destructuré se tait pour une contrainte moyenne égale
à 90 kPa;

- A':100;

- I'argile est supposée purement cohérente dans le
domaine structuré (C' :40 kPa en compression) et
purement f rottante dans le domaine déstructuré
(ô' :24 en compression);

- le pseudo-module de Young U" a été pris conslant
égal à 15000 kPa dans le domaine structuré et à
7500 kPa dans le domaine destructuré:

- eo: 0'8;

- le pseudo-coefficient de Poisson u" a été pris
constant égal à 0,12 dans le domaine structuré et à
0,024 dans le domaine destructuré;

- la position de I'extrémum de I'indice des vides est
fonction de la contrainte latérale.

Reprenant les essais présentés sur les figures 6 à 9,
nous avons voulu les comparer avec les résultats
fournis par notre théorie. Choisissant cette classe de
chemins de sollicitation - compressions triaxiales
drainées pour différentes valeurs de la contrainte
latérale - nous décomposons chaque chemin de
sollicitation en une suite d'incréments de sollicitation
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pour chacun d.es-quels on calcule, par la loi rhéologi-
que, I'incrément de réponse; on obtient par sommation
le chemin de réponse. Pour chaque incrément, le
discriminant de l'équation (22) est calculé. Dès qu'il
devient positif, le calcul est arrêté puisque nous
considérons que l'état de bifurcation théorique est
atteint, c'est-à-dire l'état limite de déformation homo-
gène du matériau. En ce point, les conditions
théoriques nécessaires à la naissance locale d'une
surface de cisaillement sont remplies.

La racine double de l'équation (22) nous fournit la
direction locale de cette surface. Rappelons que o est
I'angle du plan de cisaillement local avec I'axe de
révolution. La racine double de (22) est égale à :

tg2a-
.ry)

01 - oz\
2)

cr")=o" (1
exp(A, lr,l)-1

Lrrrr(a', r',,

L',,.' r (r-r 212 -

soit une valeur approchée é9",. à .

ts a : 111"""".Y L,',-,'.'

si I'on se place dans le cas particulier d'une
compression triaxiale drainée axisymétrique et d'une
argile contractante, oh peut encore écrire :

tsa:{,1+, Y Ui
Cette dernière expression fait apparaître q ue la
bifurcation d'une argile dépend principalement de la
valeur de ses pseudo-modules, c'est-à-dire de caracté-
ristiq ues de résistance : le f ait q ue I'argile soit
cohérente va donc jouer un rôle essentiel sur le
développement d'instabilités par bifurcation du champ
de ses déformations. Remarquons que si, dans le cas
des sables, il semble que ce soit leur dilatance qui
provoque leur instabilité (Darve et al. 17,121), dans le
cas des argiles, ce serait leur cohésion : ceci nous
paraît devoir être mis à I'actif de la généralité de la
théorie proposée.

Les cinq figures ci-après (fig. 10 à 14) illustrent les
résultats théoriques obtenus et peuvent être compa-
rées avec les courbes expérimentales des f igures o à g.

Notons que :

le point f inal des courbes théoriques correspond à
un point du critère de bifurcation;

le chemin de compression isotrope précédant
l'écrasement triaxial est représenté sur les figures (il
est bien visible au départ des courbes des figures 13
et 14);

les quatre premiers chemins (o!:5, 15, 30, 50 kPa)
situés dans le domaine structuré mènent tous à une
rupture par bifurcation;

le dernier chemin (oâ:70 KPa), qui correspond à
une argile déstructurée et a été suivi jusqu'à une
déformation axiale de 10 o/o, n'a pas conduit à un point
de bifurcation, ce qui est en concordance avec les
résu ltats expéri mentaux.

Conclusion

Nous avons présenté ici quelques premiers résultats
obtenus dans l'étude de I'application d u critère de
localisation de Hill à notre loi rhéologique incrémen-
tale dans le champ de la mécaniq ue des sols. Ces



70.

f 60.

-x
50,

I (Y)

i 40.
b-

30.

20.

10.

74.

f60
J

50,
1 (?)

i /.0.
b-

30.

20.

10.

0.0.

E
v

0.0 2

0,

- 0,0 2

-0,0/.

_0.06

_ 0,0 I
_ 0. 1

0.0 2 0.04 0.0 6

0.02 0. 04 0.06 0.0 I

E
v

0,0 2

0.

-0.02

-0,0/.

_ 0.06

_ 0.0 I
_ 0. I

0.02 0.04 0.0 6 0.08 .El

0,02 0. 0/. 0.0 6 0.0 g E 
t

0. 0,

Figure 10 Calcul théorique
I'argile Olga en compression
contrainte latérale de 5 kPa.

du comportement de
triaxiale drainée pour une

résultats concernant les argiles, ils viennent en
compléter d'autres concernant les sables. Cette
méthode sera sans doute riche en développements
ultérieurs; dès maintenant, elle permet de mieux
comprendre la naissance des surfaces de cisaillement
dans les sols : c'est dire son importance pratique.
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Figure 11 Calcul théorique du comportement de
l'argile Olga en compression triaxiale drainée pour une
contrainte latérale de 15 kPa.
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