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Une approche micro-
,

mécanique de la notion
de contrainte effective en

,o
mécanique des milietx poreux

La présente étude se propose d'aborder la notion
de contrainte effective dans le cadre d'une approche
micromécanique. A la suite des travaux classiques
d'Auriault et Sanchez-Palencia (7977), on revisite
brièvement la poroélasticité linéaire. Puis on s'intéresse
au cas où la phase solide possède un comportement
élastique non linéaire. On établit certains résultats
généraux sur le rôle de la pression de pore dans le
critère de rupture du milieu poreux. On applique enfin
les techniques d'homogénéisation non linéaire pour
déterminer la forme mathématique de ce dernier.

Mots-clés : contrainte effective, homogénéisation, non
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A micromechanical approach
of the effective stress concept
in poromechanics

The present paper considers the effective stress concept in
the framework of a micromechanics reasoning. Following the
classicai works of Auriault and Sanchez-Palen cia (197 7), linear
poroelasticity is first briefly revisited. Then, the case of a non
linear elastic behavior of the solid phase is examined. Some
general results concerning the influence of the pore pressure
on the strengh of a porous medium are presented. The strength
criterion is derived in particular cases by means of non linear
homogenization techniques.

Key words : effective stress, homo gentzation, non lineal
strength.
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lntroduction

Lintroduction du concept de contrainte effective en
mécanique des milieux poreux est due à K. Terzaghi et
M. Biot qui l'ont formulé de façon indépendante dès la
première moitié du xxe siècle. Il ne s'agit pas ici de faire
l'historique de ce concept. Cependant, il est incontes-
table que son impact sur l'essor de la géotechnique
a été décisif. Sur le plan théorique, il semble que la
justification de l'idée de contrainte effective ait d'abord
été apportée dans le cadre de la théorie linéaire de la
poroélasticité, qui suppose que le comportement ,Ce la
phase solide est élastique linéaire. Cependant, de nom-
breux auteurs, notamment à la suite de Terzaght, ont
cherché très tôt à l'utiliser dans le domaine du compor-
tement irréversible de la phase solide et de l'analyse
de la résistance des milieux poreux. Par ailleurs, alors
qu'il avait été initialement introduit pour des matériaux
saturés par une phase fluide unique, le recours à ce
concept dans des situations multiphasiques a égale-
ment été envisagé sous diverses formes (Bishop, 1960 ;
Fredlund, 1985 ; Coussy, 1995 ; Schrefler et al., lgg7 ;
Château et Dormieux, 2002).

La présente étude se propose d'aborder la notion
de contrainte effective dans le cadre d'une approche
micromécanique. A la suite des travaux classiques
d'Auriault et S anchez-Palencia (1977), on revisite briè-
vement la poroélasticité linéaire. Puis, or s'intéresse au
cas où la phase solide possède un comportement élas-
tique non linéaire. on établit certains résultats géné-
raux sur le rôle de la pression de pore dans le critère de
rupture du milieu poreux. On applique enfin les techni-
ques d'homogénéisation non linéaire pour déterminer
la forme mathématique de ce dernier.

Le point de vue micromécanique consiste à consi-
dérer la particule élémentaire introduite classiquement
par la mécanique des milieux continus comme une
structure et à déduire le comportement du matériau
de la réponse de cette structure lorsqu'elle est sou-
mise à un chargement défini de façon adéquate. Plus
précisément, la mise en æuvre du raisonnement d'ho-
mogénéisation dans les milieux hétérogènes à micro-
structure aléatoire repose sur la notion de volume élé-
mentaire représentatif (v.e.r.). Ce dernier incorpore de
façon statistique l'ensemble des informations relatives
à la géométrie de la microstructure et aux propriétés
mécaniques des constituants. A cet effet, sa taille doit
être grande devant celles des hétérogénéités (dimen-
sions caractéristiques des pores et des grains).

Le v.e.r. sur lequel on travaille dans la suite est un
volume Ç). 11 est subdivisé en un sous-domaine solide et
un espace poreux. Le vecteur position dans O à l'échelle
microscopique est noté z. Les efforts intérieurs dans le
v.e.r. et les déformations qu'il subit sont décrits :

- à l'échelle microscopique, par un champ de contrainte
o (ù et un champ de déformation e (ù ;

à l'échelle macroscopique,, par un tenseur de
contrainte I et un tenseur de déformation E.

La configuration de référence du v.e.r. correspond
à l'état naturel en l'absence de contrainte macrosco-
pique et de pression de fluide dans l'espace poreux.
ai et a! représentent les configurations de référence
de la phase solide et de l'espace poreux. Ç)o - Ç): U O:
représente ainsi la configuration de référence dù v.e.rl
et lQol désigne le volume correspondant.

Sous l'action d'un chargement mécanique, le sous-
domaine solide et l'espace poreux subissent une trans-
formation géométrique au terme de laquelle ils occu-
pent respectivement les volumes Ç)' et Qp. I'r désigne
la position actuelle de l'interface solide/pores. Dans
toute la suite, on fait l'hypothèse de transformations
infinitésimales.

Sans restreindre la généralité, il est commode de
supposer que la frontière extérieure du v.e.r. appartient
à la phase solide. Pour rendre compte de la connexité
de l'espace poreu& il suffit de supposer que la pression
de pore qui règne dans Qp est uniforme.

Pour la suite, il est commode d'introduire le rap-
port Q - lQpl/lcl"l qui fournit une valeur normalisée du
voiume actuel de l'espace poreux. Dans la configu-
ration de référence, 0 = 0o, n'est autre que la porosité
initiale <po. Cependant, les variations de 0 sous l'action
d'un chargement mécanique ne sont pas égales à celles
de la porosité.

Étant donné un champ a(ù défini sur Ç), a, as et âp
désignent les valeurs moyennes au sens intégral usuel
du champ a respectivement sur ç), ç)'et Qp. On note 7
et I les tenseurs identités du second et du quatrième
ordre. On introduit également J = 1/3 7 A 1 et K = I - J.

E
Poroélasticité I inéa ire

Dans cette section, le comportement du solide est
élastique linéaire. Les propriétés du solide, suppo-
sées homogènes, sont caractérisées par le tenseur des
modules d'élasticité C', ou par le tenseur de souplesse
S'= C'-1. Pour certaines illustrations, on se placera dans
le cadre de l'isotropie, dans lequel C' s'écrit :

c' - 3k'J + 2p'K (1)

où k' est le module de compression i p', le module de
cisaillement.

w llnw

Définition du chargement

I1 existe classiquement deux approches possi-
bles pour définir le chargement mécanique subi par
]a phase solide Q'du v.e.r. (Zaout, 2002). Lorsque l'on
adopte les conditions aux limites dites < uniformes en
contraintes >, le chargement macroscopique est carac-
térisé par le tenseur de contraintes macroscopique r et
la pression macroscopique P :

dir'"o:0 (f)")

o-C":€ (f)')

o-Tt,-I.n (ôO)

CT. L

La seconde possibilité consiste à utiliser des condi-
tions aux limites uniformes en déformation, pour les-
quelles les paramètres de chargement sont à présent le
tenseur de déformation macroscopique E et la pression
macroscopique P :
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cliv,o:0 (O")

a:C"*:e (()')

9:E.z (,?O) (3)

o 'TL Pn, Q'r)
Dans les équations (2) et (3), le système matériel

coïncide avec la phase solide. Cependant,, il est com-
mode d'étendre la définition du problème micromé-
canique à la totalité du volume élémentaire (solide et
espace poreux saturé). il suffit d'introduire un matériau
fictif dans l'espace poreux, dont le comportement est
de tvp'3:'Ë,T:Jïïï avec p',;:i'i]Ëî ' 

,n,

La condition I Col
dans f)p et rend compte de la condition de continuité
à l'interface fluide-solide I'r dans les équations (z) et
(3). Lintérêt de ce point de vue réside dans le fait qu'il
permet de formuler le comportement local d'une façon
unifiée pour la totalité du v.e .f. :

(Yz € 0) o(z) - C(z): E(.) + o,(z) (5)

âVEC :

E .'{L-: t . L

Le tenseur lB Oe localisation de la contrainte.

on note que la règle de moyenne sur les contrain-
tes I - o qui résulte des conditions aux limites choisies
implique que B = n. En vertu de la condrtion I Col < | C.l ,
I'état de contrainte dans i'espace poreux est g = O. Ceci
revient à écrire que I JBil = O dans frp et implique eue :

I-B-(1 -Ç)B'+ 9,w = (1 -Ço)lB' :o1)

La déformation macroscopique E étant définie
comme la moyenne g la combinaison des équations (9)
et (10) fournit :

E_g/rcinr:X

ç1/zonr,_R.lRL/-Liv.lj-u

L'équation (12) montre que le comportement
macroscopique est linéaire élastique s1 ghom s'inter-
prète comme le tenseur de souplesse homogénéisé.
Les tenseurs de souplesse S'du solide et Sp de l'espace
poreux (rappelons le caractère fictif de ce dernier) étant
uniformes, $hom s'écrit :

grzr''ni - (1 - pr)S"' ]8" * prSo

soit, en se souvenant de la relation (11) :

5ho,z':S"*poSr,ts"

' 
tso (1+)

La souplesse macroscopique apparaît comme la
somme des contributions respectives du solide et de
l'espace poreux. Bien que lEo = 0,, le second terme de
(15) ne disparaît pas car lsol > lS'l .

De façon similaire, dans le cadre des conditions
uniformes en déformation (B), le champ de déforma-
tion microscopique e dépend linéairement de E. Cette
proprlété est prise en compte par l'intermédiaire du
tenseur de localisation de la déformation A(d (Fig. 2) :

(vz € 0) e(z) - A(a) : E

(

c(ù
l. cù

Ainsi, dans le
en contraintes, le
étendu à la totalité

clirt" o : 0

rr-C(a) :e*o,(r)

E.z

- PL (Qr) 
,u,0 (o")

AVCC :

(1,2)

(13)

(15)

(16)

cadre des conditions aux limites
problème mécanique (2) peut être
du v.e.r. Çl sous la forme :

dir,, o _A (0)

o - C(à: e * o"(') (O) ?)
o.?7,-I.ri (AQ)

Avec les conditions aux limites uniformes en défor-
mation, l'équation (3) est maintenant rempl acée pâr :

(o)

(o)

(âo)

(B)

W
Conditions drain ées

Pour commence4 on traite brièvement les cas de char-
gement définis respectivement par (z + 0, p - 0) et par
(E * 0, P - 0). Cela revient à poser oo - 0 dans (Z) et (B) r

6: C(n) : € g =: S(a) : o avec S(a) - C (z)-t(g)

Aussi bien dans l'équation (7) que dans l'équation
(B), la réponse dépend linéairement du paramètre de
chargement, c'est-à-dire de r ou de E. Cette remarque
conduit au concept important de tenseur de < localisa-
tion >.

Plus précisément, considérons d'abord les condi-
tions uniformes en contrainte (problème (T)). Le champ
de contrainte o (z) dans le v.e.r. est proportionnel au
paramètre de chargement I. Il existe donc un tenseur
du quatrième ordre, dit a tenseur de localisation de la
contrainte r, noté ici ts (d Fig . 1) t

Le tenseur A de localisation de la déformaton .

La règle de moyenne E - e qui résulte de ce type de
conditions aux limites implique que A = I 

'

ç\

(1t1
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On définit alors la contrainte macroscopique comme
la moyenne du champ de contrainte microscopique :

; - çh,orn : E ave. çh,orn,: ffi

Compte tenu de la relation (13), la déformation
macroscopique E - t se met sous la forme :

P* 5horn':(t +Pl) -PS':1 Q4)

ou encore
p Srrc'r'' (t + PB) <+ r - çhont : E - BP (25)

âVEC :

B-1*çhrtrn:s":1

(18)

(21)

Qhom s'interprète comme le tenseur des modules
d'élasticité en condition drainée. En utilisant l'équation
(17) et en se souvenant du fait que I Col - 0, il peut être
mis sous la forme :

çho'rn - (1 - p,)C" , A" : C' : (I -çr"Âo) (19)

Le terme e^ Ap dans l'expression (19) fls Qhom rendLe lerme (P., l\'oans I expl'essroll tLvj ue \J"""'lerlu
compte de la réduction de raideur imputable à l'espace
poreux.

D'une part, les conditions aux limites uniformes en
contrainte conduisent au tenseur de souplesse homo-
généisé $horn. D'autre part, le tenseur des modules
d'élasticité macroscopique Qhom a été obtenu dans le
cadre des conditions aux limites uniformes en défor-
mation . La cohérence de ces deux différentes techni-
ques réside dans le fait que les conditions aux limites
correspondantes induisent des réponses identiques à

l'échelle locale, à l'exception du voisinage de la fron-
tière aÇ), sur une épaisseur de l'ordre de la taille des
hétérogénéités. Cela revient à dire que $hom - Qhom - 1,

pourvu que la taille du v.e.r. soit grande devant celles
des hétérogénéités. Plus précisément, Hill et Mandel
ont prouvé que :

g/ic,rrr, ,çtto'rrt"-[ +0éf (20)
' (.'

où d eT L désignent respectivement la taille des hétéro-
généités et celle du v.e.r.

ffi
Le cou plage poroélastiq ue linéaire

Le problème (7), défini par I et P, dépend linéai-
rement de ces deux paramètres de chargement. Il est
donc possible d'étudier la réponse au chargement L, =
(>, P) en le scindant en deux composantes, respective-
ment f, = (I + Pl, 0) et L, - (- P1, P).

Dans le chargemenl L., la ccntrainte macroscopi-
que appliquée à la frontière ôQ est I + P1 et il n'y a pas
de pression dans l'espace poreux. La réponse à un tel
chargement a été déterminée au paragraphe 2.2. Les
champs de contrainte et de déformation microscopi-
ques s'écrivent :

(Vz€ 0) o1- B : (I + Pl)

€1 - S(a) :iE : (I + Pl)
Dans le chargement L, une même pression P est

appliquée sur la frontière ôQ et sur f interface fluide-
solide I'r. Ainsi, le domaine solide Ç)'est soumis à une
pression uniforme sur l'intégralité de sa frontière.
Puisque Ie solide est supposé homogène, les champs
microscopiques de contrainte et de déformation dans
Ç)'sont uniformes et peuvent être étendus avec les
mêmes valeurs à l'espace poreuX :

(Vae O) u2:*PL i €z--PS':1 (22)

En vertu de la liné arité, la réponse au chargement
L- Lr* Irest:

(YzeA) o-iB:(I+Pl) -PL

g-:S:B:(I+Pl) -PS*:1

La relation (25) montre que le tenseur
contrôle la déformation macroscopique induite par L
et porte à ce titre le nom de < contrainte effective ).
Cette relation constitue la première équation d'état du
comportement poroélastique. La forme isotrope de (26)

mérite d'être notée. Elle fait intervenir le module de
compression homogénéisé lçhom et le module de com-
pression k' du solide (voir (1)) :

Trlt 
ont

B:bl a,vec.b - 1- 
k,

(26)

(27)

(28)

: 1 (29)

(32)

On note que la contrainte effective de Biot I + PB
tend vers celle de Terzaghi, c'est-à-dire E + P7, dans la
limite khom/ks + Q.

La seconde équation d'état concerne les variations
du volume des pores, décrites par celles du volume
normalisé 0. Le point de départ consiste à observer
QUE :

ô - (bo: Ô"L :8
On tire alors de la relation (23) QUe :

ô"L : eP - QoL ' 
SlEt' , (I + Pl) - r["PL: S'*

ô,L ' 
S , Bt' peut être éliminé à l'aide de la relation (15).

En introduisant (25) et (26) dans (29), on obtient
finalement :

(30)Ô-(Pn:B. U*#
OU:

1

;-(B-Q,L) ,S':1 (31)

^r\A l'aide de la formule (27), on montre la forme iso-
trope de l'équation (31) :

À' k:'

Les équations (25) et (30) constituent la base de la
théorie poroélastique linéaire de Biot. I1 est remarqua-
ble que les coefficients poroélastiques B et N de (26)

et (31) puissent être déterminés à partir des propriétés
élastiques du solide et de celles du matériau poreux
drainé, regroupées dans le tenseur Qhom.

W
Approche énergétique

On raisonne ci-après dans le cadre des conditions
aux limites uniformes en déformation . La puissance
mécanique W fournie à la phase solide Ç)' sous l'action
du taux de chargement (Ë, p) comporte deux contribu-
tions :

- la puissance de Ia pression de pore agissant sur I'in-
terface I'r = aQr O ôÇl' ;

- la puissance des forces surfaciqu.es o n agissant sur
la frontière aQnaQ' dans la vitesse E.z qui est prescrite
à cette interface :
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on introduit les densités volumiques d'énergie élas-
tique Y (E, P) et d'énergie potentielle Y* (E, P) relatives
à la phase solide du v.e.r. Elles sont toutes deux fonc-
tions de E et P :

ù(E . P)

(37)

U/*

En l'absence de mécanismes dissipatifs, le travail
fourni au solide est stocké sous forme d'énergie élasti-
que 

' 
W- lQ"l v. tt en résulte eue :

(o . 'rr) dS + 
1,", - 

Prt

.,,., - 
â{/-
,lE

A-Qo:

û*: jn.çttorrt': E- #-pB:E

\trr-*8.çtrcrrt:E* f2 2.,À/

(33) ,,,,},iJ:n,. 
de moyenne des contraintes donne par

(42)

En combinant (41) avec (42), on obtient une expres-
sion de la déformation moyenne en fonction de la
contrainte macroscopique et de la pression de pore :

(1 - rbo)eu : S'' (X + Pe"L) (43)

I1 convient d'observer que r' est contrôlée par la
contrainte effective I + P 001. Si on décompose la défor-
mation microscopique et sa moyenne dans la phase
solide selon leurs composantes sphérique et déviatori-
que, on obtient :

1g : €a* 
1u"L

avec tu: tr e. Dans le cas d'un comportement isotrope
de la phase solide, la relation (43) donne :

(1 - c,po)e,': #r (I + Pe,L)

(45)
1

\-r
fiatlu l.tt

déviateur de la contrainte macro-

La formule (45) exprime que la moyenne de la
déformation déviatorique rn' n'est affectée gue 'par r^.
Ce résultat peut être illustréïur l'exemple d'une sphèrë
creuse soumise à une contralnte de confinement uni-
forme sur sa frontière extérieure . La déformation
déviatorique induite par ce chargement dans la phase
solide est une composante essentielle du mécanisme
de déformation de la sphère. Cependant, par raison
de symétrie, la moyenne Ç' est nécessairement nulle.
Cette remarque suggère qu'une telle quantité ne four-
nit pas une estimation adéquate du niveau de déforma-
tion déviatorique dans la phase solide. Pour faire face
à cette difficulté, on considère la grandeur scalaire rd,
dite déformation déviatorique équivalente :

.fl,V: I z-.8
I*

J O{)
€,ts

où n désigne le vecteur unitaire normal à ôçl' = ôÇ) U I'r,
orienté vers l'extérieur du solide Q'.

En invoquant l'équation de l'équilibre div" o - 0, la
première intégrale du membre de droite deviênt :

.ff
E.ij I itrtk'rtptlS - Eu I oii dV, - ouEr,ilf),| tS+l

,l oçt ,l fi
Par ailleurs, le flux de la vitesse ( à travers l'interface

fluide-solide dans la deuxième intégrale n'est autre que
le taux de variation du volume des por€s :

t'

| *'rL' g,ts
J I,r

Combinant les relations (34) et (35) dans (33), la
puissance fournie au domaine solide Çl' est :

v\,' - ln,i (r,,E,i *P,r) - lsr,l (r:E+ p,p) (36)\

; e" -€d"+-1,".'t-5.'r

Iù.-x:E-(,t,-ô;P =+1

t

(38)

li{/-

(3e)

(40)

(1 - ô)êii

oùIo-K:Iestle
scoplque.

l0,lû*:

(4+)
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Les relations (38) font apparaître que l'énergie
potentielle Y" est un potentiel thermodynamique pour
le choix des variables d'état E et P. En vertu de la linéa-
rité des équations d'état macroscopiques (zs) et (30), y*
est une fonction quadratique de ses arguments E et p 

:

(46)

on se limite ci-après au cas où la phase solide est
isotrope (voir (1)). Dans ce cas, la moyenne quadratique
efr' est reliée à la composante déviatorique de l'énergie
élastique dans la phase solide. on dispose ainsi d'une
mesure énergétique de la déformation déviatorique
dans le solide. Celle-ci est exempte des limitations de
%'. on va voir qu'elle peut être évaluée à partir de la
dérivée de l'énergie potentielle de la phase solide par
rapport au module de cisaillement p' de cette dernière
(Krehet 1990). Rappelons que l'énergie potentielle de
la phase solide s'écrit (voir (37)) :

lI€,t,:1/Z€,1,i€4

e:C':edV-P t tuerIV (4t1
JçJ

La combinaison de (37) et de (39) conduit à l'expres-
sion suivante de Y :

ffi
Niveau de déformation moyen
dans la phase solide

En vue d'applications ultérieures, il est intéressant
d'évaluer le niveau de déformation local dans la phase
solide en fonction du chargement macroscopique,
défini par E et P, ou par I et P.

Considérons pour commencer la déformation
moyenne €', obtenue à partir de la moyenne de l'équa-
tion d'état locale r - S' : o dans le solide :

on note gue Y. dépend de p'explicitement à travers le
tenseur C' et implicitement à travers le champ de défor-
mation microscopique r. Observant que ôC'/ôp' = 2K
(cf (1)), il est facile de voir eue :

lo'?""ûj f .^ f oe rr'is.F
ruuol 0rr, - |,n" 

€,1 : €ad'v + 1,n" fr: c' : etJV *

t' ilc 
(48)

I -PL.ït*6yJu dp'

;1."
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ou encole :

V'(e) rePrésente
libre du solide.

On suppose de
forme :

0'rf:,"o-
o€

physiquement la densité d'énergie

plus que (511 peut se mettre sous la

o - C'(u) : €

#_ 2(r* d,")4'*o,# (4e)

(54)

(57)

(58)

(5e)

(60)

(61)

(62)

Le lemme de Hill (voir annexe) peut être appliqué au
couple o' : o et t* - ôelôp'. En effet,, le déplacement asso-
cié à ôelâp'est (* - ô€lôp' et ce dernier vérifie des condi-
tions aux limiGs uniformes en déformation (E* - 0),
de sorte que le second terme du membre de droite dis-
paraît. Avec (39), on obtient donc :

2(r -,b)4;' : g (*"' çtto,'z : E - *. - PB, E) (50)0lr: \2- ' * 2N /
Il est possible de simplifier encore cette expression

dans le cas isotrope. Avec l'aide de (27) et (32),les déri-
vées de B et de 1/N s'écrivent :

e'(e) est appelé tenseur d'élasticité sécant.

Par exemple, si V'(e) dépend de e à travers la défor-
mation volumique t,,: tr e et l'invariant déviatorique eo

introduit en (46), V'= V' (sn, ed), (57) devient :

[)'t1.," 1 0'r!.,'
Ç '- 

o%1 
+ 2t, o*tn

On observe que (59) est bien de la forme (58) âvec :

C"(u) - 3À;'*(s,,,ru)J *21-f(r,.,,ru)K avec

Réciproquement, il est utile d'observer que deux
fonctions k' (e" eo) et 1r'(eu eo) définissent un comporte-
ment élastique nôn hnéaire â la condition que :

ôÀ;" ^ d lt''
Jua- : -ict-

0€ 11 O€,r,

En introduisant (51) dans (50),, on obtient finalement :

z(t-,r,)4" - 1j -l'1(trE +*)'+ ry-Ea: Ea$z)2 0P' \ k'' 01t"

De façon équivalente, l'équation d'état (25) peut être
utilisée pour obtenir une expression de efr' en fonction
de la contrainte macroscopique et de la pression de
pore. En utilisant la relation de Biot (27) relative au
coefficient b, on décompose (25) selon ses parties sphé-
rique et déviatorique :

P
r,,, + P - lçhor"(trE + ;) ; ra - 21,,t'o'"'E,t (53)

où la contrainte moyenne I,n et les contrainte et défor-
mation déviatoriques équivalentes sont définies pâr :

On raisonne par exemple avec des conditions aux
limites uniformes en déformation. Le chargement est
donc défini par Ie tenseur de déformation macrosco-
pique E et la pression de pore P. Les champs micros-
copiques de contrainte, de déformation et de déplace-
ment o, E, f dans le v.e.r. sont solutions du problème
suivant :

En reportant (53) dans (52), il

4(1 * a,)7;"

0 /r\ 1 61r'ttorrt

i)Lr(;) - -æW(51)

r,,: |rr(t) ; ra: {}^,r,
Ha: {iou'

vient :

P)'-#(fu)D',(55)

clirt o : 0

o(z) - C(z): a(g) * o,(z)

(o) (u)

( f) ) (r,)

(o) (,,)

(ôQ) (,1)
Tândis que la moyenne tensorielle de la déforma-

tion déviatorique Ç' est indépendante de la pression de
pore (voir (45)), il apparaît que la moyenne quadratique
scalaire 13' dépend de la pression de pore à travers la
contrainte effective de Terzaghi > + P1.

La même démarche peut être app_liquée à la déter-
mination de la moyenne quadratique ef'. En particulier;
on montre que l'équation homologue de (50) est :

I, .^s_ l-) (!r,çtrorn:E- P') 
-p 

\
;(t-ôu)t?," - * (;"'c,orù:E- 2tv-I'F_:E)(s6)

E
Poroélasticité non linéaire

La méthode sécante

On s'intéresse à présent à la situation où le com-
portement de la phase solide est élastique non linéaire.
Il est caractérisé par un potentiel V'(e) à l'aide duquel
l'équation d'état du solide s'écrit :

OU:

;€O": C(a) -C'(t(a))
ZÇf)r', C(Z):CP

(63)

0 (o')

- PL (oo)

(62) est formellement identique à (B), à l'exception du
fait que (6) est maintenant remplacé par (63). Rappe-
lons que eP --' 0.

Il y a cependant une différence essentielle entre le
problème linéaire (B) et Ie problème non linéaire (62):
constant dans le premier cas, le tenseur d'élasticité
local e'(e(d) dépend en revanche de Ia position dans
la phase solide et du niveau de chargement dans le
cas non linéaire. Malheureusement, Ies schémas d'ho-
mogénéisation utilisés classiquement pour les milieux
désordonnés ne sont pas capables de faire face à ce
type d'hétérogén éité. Il est donc nécessaire de simpli-
fier le problème.

s-|(grad{+rgracld)

€Q) - E.s

o "(z):- {

ô0
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L idée consiste à introduire un niveau de défor-
mation dit ( effectif r destiné à prendre en compte la
non linéarité de façon approchée (Suquet, lggT). Notée
E"r, de nature tensorielle ou scalaire, il est naturel de
s'attendre à ce que cette déformation effective soit
une moyenne bien choisie du champ de déformation
microscopique dans le solide. Elle est donc a priori
fonction du chargement macroscopique (E, P) ou (>, p).
La simplification réside dans le fait de remplacer l'élas-
ticité hétérogène e'(e(z)) par une estimation uniforrrre :

(Vz € O') C'(t(a)) = C"-(e"/; (64)

Dans le cadre de (64), on est formellement ramené
au cadre linéaire. On retrouve donc les équations d'état
(25) et (30), à ceci près que les coefficients poroélasti-
ques sont fonctions de r.r:

çttctrn - Çhor" @'f) ; B - B(u"/) ; Àr - ÀI(e"/) tosl

Il convient alors de déterminer la dépendance de la
déformation effective retenue en fonction des paramè-
tres de chargement, par exemple (I, P). e.r se présente
comme la solution d'un problème non linéaire de la
forme suivante :

€"'f : t (t, P, C'' (r"/ ))

lrhorn - K(,4.'",lr") : l,,o'o,n'- A,,t(k",lt")

rr" - tt" Gif )

B et N, va dépendre à la fois de E + P 0"1 et de I +
P1. Ainsi, dans le cas général, la non-linéai"ité macros-
copique ne saurait être contrôlée par un tenseur de
contrainte effective (Dormieux et a1.,2002). Cependant,
deux exceptions méritent d'être mentionnées :

- ks et 1r' ne dépendent pas de en. Dans ce cas, (G1) mon-
tre que lr' est nécessairement cônstant. D'après (45), eit
est déterminée à partir de la solution de :

(1 - Q,)ei;,r: frrr (x + Pô,,L) (o)

k's:À"'(tit) (ô)

e;t^?pqaraît comme une fonction de >*, + PQo qui
contiô]è donc la non-linéarité à l'échelle nià..osiopi-
que (voir (65)) ;

- ks et p' ne dépendent pas de r.,. Dans ce cas, la rela-
tion (61) montre que k' est nécessairement constant. En
vertu de (55), r:r est solution de :

4(1- E,)r'i,'- - *(h)(tr,,+ -#rfutzn (n)

ç'7 Q2)

(,,)

cette fois, la déformation €'r est fonction de r_ + p
et de >d et c'est la contraintë effective de Terlâghi
E + Pl qui contrôle la non-linéartté du comportement à
1'échelle macroscopique.

E

on suppose dans cette section que la résistance de
la phase solide à l'échelle microscopique est caractéri-
sée par un critère de la forme f;(o) < 0. Le domaine G'
des états de contraintes microscopiques compatibles
avec les capacités de résistance du solide en question
est défini par :

o € G' +> f'(o) S 0

ffiii:tffiffffiË

Rôle de la pression de pore
sur la résistance macroscoptque

on s'intéresse pour commencer à l'influence de la
pression de pore P sur la résistance macroscopique.
lJn état de contrainte et de pression (r, P) est dit âdmis-
sible (du point de vue de la résistance) s'il est possible
de trouver un champ de contrainte o(ù défini sur la
phase solide du v.e.r. et prolongé dans l'espace poreux
qui soit compatible avec la résistance du solide au sens
de (73), égal à - P1 dans f)p et en équilibre avec r au
sens de Ia règle de moyenne sur les contraintes I = 6.
A la suite de de Buhan et Dormieux (1996), on introduit
l'ensemble 6t.'o*(P) des états de contrainte r admissi-
bles lorsque la pression de pore est fixée à la valeur p 

:

dir,' o : 0

I:ô
(Va e 0P) u - -PL
(V{ e 0-) l'@) S o

(71)

(66)

dont la résolution conduit à la valeur de r"r en fonction
de r et P : r'r - ger (>, P ). Introduisant cette détermina-
tion de r"r dans (651, on obtient la généralisation non
linéaire de (25)-(30) :

I - çhctrn(t, P) : E - B(t, P)P

A- Q)o:B(X ,,P): E* J-*' ;\i(r,p)
dans lesquelles l'expression de B(>, P) en fonction
de eho-(>, P) ainsi que celle de N(I, P) en fonction de
B(>, P) sont formellement identiques à celles du cas
linéaire :

B(',r,)
1

^Gn_1:Cu(t,P)-t, 
?4r"1 +B(I ,PD (68)

rc
Application au cas isotrope

comme dans (601, on se place dans le cas isotrope,
dans l'hypothèse où V' est une fonction de ru et eo. Dans
l'esprit du concept de déformation effective, on âdopte
l'approximation (6+) C'(e) = e'(r'l. on développe ici un
modèle isotrope où Ia déformation effective est carac-
térisée par deux invariants scalaires :

€'l - (ul,,T , u"ui) ; e,"rr - tr e'' ; e'if : tE (69)

L estimation approchée de l'élasticité du solide
s'écrit donc :

C'* (e "/ ) - Jld' (ui,f , u';.r ).I + 2 pu (uî,r, u;/ )K

(67) Résistanced'un matériau poleux

(70)

(72)

(7 4)
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Les quantités eir et elr sont données en fonction de
la contrainte macroscopique r et de Ia pression de pore
P par (45) et (55). Plus précisément, e;t dépend de I + p

0ol, tandis que s;t est une fonction dê > + Pl. En vertu
de (65), l'élasticité macroscopique eho* de même que

61

x , çhon'(P) <+



En particulier, Gr]o-(Q) est le domaine obtenu en l'ab-
sence de pression (P - 0).

Considérons un état de contrainte macroscopique
I e 6ho-(P) et un champ de contrainte microscopique o
vérifiant"(74). Introduisons 6 - o + Pl. On obtient :

I
="1

où G' + Pl est l'image de G' dans la translation

W
Solide devon Mises ou de Tresca

On fait d'abord l'hypothèse que la résistance de
la phase solide n'est pas affectée par la contrainte
moyenne. En d'autres termes, G' est invariant dans les
translations parallèlement à 7:G'+ Pl : G'. Comme
en (44), on scinde la contrainte microscopique selon
ses composantes sphérique et déviatoriqu€ :

x € çhorn (P) ++

cliv t :0

x+ PL:&
(Vze OP) &:A
(Vze O") 6 e Gs

(75)

+Pl

a-a+P1.

tro4 - 0 (76)

(77)

(78)

1
t - oa * orr,.I , ûrr,,: ;tr o ;

J

o,r, est la contrainte moyenne et oo la partie déviato-
riquô'du tenseur de contrainte. Dans la suite, on utilise
également la contrainte déviatorique équivalente od =
Voo : o o/2.

Lorsque I e 6ho-(P) les propriétés
(75) assurent que I + P1 e Çhom (0) 

'

Gn""(o)-Çhor"(P) +Pl
ou encofe :

du champ 6 de

Compte tenu du raisonnement précédent, il serait
suffisant de se placer directement dans le cas d'un
espace poreux non pressurisé (P - 0). Cependant, on
propose ci-après une approche directe de 6t'o-(P ) dont
on vérifie qu'elle est bien en accord avec (77).

Le point de départ consiste à rechercher un matériau
non linéair e, caractérisé par un tenseur d'élasticité sécant
C'(r), tel que la condition f;(o) = 0 soit vérifiée asSrmptoti-
quement à l'échelle microscopiçlue, pour une valeur suffi-
samment large de la déformation déviatorique locale to :

.f '( lirn o) - ()
€d-oo

(80)

La valeur de P étant fixée, on considère des trajets
radiaux dans l'espace dg_s déformations macroscopi-
ques, de la forme : l" - ÀE, la direction de E étant arbi-
traire. On s'attend à ce que de grandes déformations
microscopiques soient induites localement pour des
valeurs suffisamment élevées du paramètre À(1). Dans
CeS conditions, I'état de contrainte macroscopique Cor-
respondant

linr x Ç 7Gh'*(P)
À---oo

(81)

En d'autres termes , Ia frontière ôGh"-(P) est le lieu
des extrémités des trajets de contraintes correspon-
dant à des trajets de déformations radiaux. En revan-
Che, pour les faibles valeurs de )u, I'état de contrainte
macroscopique reste à f intérieur de Gho-(P).

On cherche à définir le comportement non linéaire
de la phase solide par un potentiel V' (e" so) de la
forme :

1

,r1.,' (e u , e a) : 
Utr' 

€,r'2 * F (t o) (BZ1

où k' est une constante. A partir de (BZ),la relation (59)

conduit à :

t - ld'tr,l + 2lr'(uo)ro, avec 2p"' \ - 
1

" (uo) - k rF' 
(uo) te3l

La condition (80) est satisfaite si d(eo) = 2k pour des
déformations déviatoriques suffisamment grandes.
Cela conduit à choisir f(ed) = 2k eo dans cette gamme de
déformation. En d'autres termes, le module de cisaille-
ment sécant p' (eo) est une fonction décroissante de
rd, équivalente à W(2 eo) pour les larges valeurs de eo

(Flg.4). As:nnptotiquement, ot observe que p' - 0 tan-
dis que k' reste constant. Cela implique que ll'/k' 11, ce
qui revient à dire que la phase solide se comporte for-
mellement comme un matériau incompressible.

1t'g!nn:i:;inly;îX!ii,1i',!*iii:n#ffi+ it' Etats de contrainte macroscopiques
admissibles pour P = 0 et P + 0 (solide de von
Mises).

En d'autres termes, le critère de résistance macros-
copique du milieu poreux saturé en présence de
pression de pore peut être formulé en fonction de la
contrainte effective de Terzaghi. Comme le montre (77),

la détermination de Gho-(P) pour une valeur quelcon-
que de P revient à celle de 6ho-(0) : Gho-(P) est obtenu
à partir de 6ho-(0) par une simple translation dans l'es-
pace des contraintes (Fig. 3).

Comportement
condition (80).

non linéaire vérifiant la

On expose à présent une méthode pour la déter-
mination du critère de résistance macroscopique dans
le cas où le critère de résistance de la phase solide est
celui de von Mises et s'écrit donc :

On étudie maintenant
milieu poreux dont la phase

la réponse du v.e.r. d'un
solide possède un tel com-

1

.J''' (oa) - )ou i oa, - k:2"t k2

(1) 
11 est bon de noter qu'une déformation peut être grande par rapport

à une déformation de référence, tout en demeurant dans le domaine
des déformation s infinitésimales.
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portement. Il s'agit, comme on l'a vu à la section 3, d'un
problème d'homogénéisation non linéaire, susceptible
d'être appréhendé par une méthode sécante dans le
cadre du concept de déformation effective. En vertu du
fait que k' et p' ne dépendent pas de r.,, or est amené
à résoudre l'équation (72). Sur le plan pratique, cela
requiert de savoir décrire la dépendance 6ls (hom et de
phom en fonction de Lr'. On utilise à cet effet la borne
supérieure de Hashin-Shtrikman comme estimation
des modules macroscopiques. En vertu de la remarque
sur l'incompressibilité de la phase solide, ces derniers
s'écrivent (voir par exemple Dormieux 2005) :

AJrcrrt:Wtr"Gi,T) ; *,,t,o,,, = r- Q,,=ffiP"Giir) ta+l

L invariant déviatorique effectif elr est déduit de
(7 2a) :

(zl * eu)u'ir t,;(e'ir))' - +(r,,, + p)'+ (t n 
.1,0,)Do, (85)

En utilisant le fait que p' (eo) = k/(2 ro) dans le
domaine des grandes déformations, or obtient que
l'état de contrainte macroscopique asymptotique est
situé sur une ellipse du plan (I_, Io) :

3'2"---,' - p), + ,!?ar(?El, : k2 (86)T6 - çbfr\tJm-r- 
r ) -r 

Tt -?Furt -
On retrouve au passage le fait que la résistance

macroscopique est contrôlée par la contrainte effective
deTerzaghtl+P1.

W-
Solide de Drucke r-Pr ager

La conclusion qui vient d'être tirée dans le contexte
des matériaux de von Mises n'est plus valable lorsque
le critère de la phase solide est sensible à la contrainte
moyenne. A titre d'illustration, on fait l'hypothèse
que le domaine G' des contraintes admissibles pour
la phase solide est un cône. Son sommet est situé sur
la droite o, = 62= 03 de l'espace des contraintes prin-
cipales et représente un état de traction isotrope h1"
Par référence à la valeur de la résistance en traction
isotrope h, Çs sera noté G;. Lensemble des états de
contrainte macroscopiques admissibles en l'absence
de pression est noté Gl"- (0).

Par exemple, le matériau de Drucker-Prager (Fig. 5)
dont le critère s'écrit :

j" (o)

It
tl ;oa'. aa - L\.(orr, - h) + ou < 0vz

(Bz)

appartient manifestement à cette classe de matériaux.

+n1i:i1niiifitlio11i;,ttittlitiiiin#çi:ç.i:in1 Critère de Drucker-Prager : états de
contrainte microscopiques admissibles.

Il est utile d'observer que les ensembles Gfl et Gfl,
associés à deux valeurs différentes h et h' de 1â résis-
tance en traction isotrope peuvent être déduits l'un de
l'autre par une translation, ou encore par une homo-
thétie (2) 

:

(u)

En vertu de (BBa) et de la définition de Gho- donnée
en (7 4) (avec P = 0), on en déduit que Glo- (0) dépend
linéairement de h :

G'i?*'(o) -'I*'rt'" (o)

(lr) Gi, - Gi, * Qt; - h)1. (BB)

(Be)

h'GL': nCl ;

Par ailleurs, il est facile de voir à partir de (BBb) que
(Fig. 6) 

'

Gi,+ Pl : Ci*, (e0)

Lutilisation de ce résultat dans (75) montr€ eue :

r €G';i*"(P) <+r+P1 e G?,T1Q)

La combinaison de (89) et de (91) permet finalement
d'affirmer eue :

(et1

(e2)

(e3)

(e+)

-û(â,',_ h)+

çhorn(P) +Pl -(1 + fl*x"'"(o)
ou encofe :

r € ct,;,o,,(P) *##,e Gf,","(o)

s.,//- x+Pl
1+ Pllt

Cela signifie que la résistance macroscopique est
contrôlée par la contrainte effective suivante :

A la différence du concept traditionnel de contrainte
effective, on note que r" ne dépend pas linéairement
de la pression de pore P. D'un point de vue géomé-
trique , Ia relation (92) exprime que Gfo- (P) peut être
déterminé à partir de GXo'" (0) par l'appiication de deux
transformations consécutives. En premier lieu, l'homo-
thétie de rapport 1 + P/h est appliquée à Gl"- (0) suivie
de la translation I + > - P1 (Fig. 7).

tz) fuÇs désigne f image de G' par l'homothétie dont le centre est situé à , 
^,I'origine, et dont le rapport est égal à l": Z-À"2. A {VJ
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(0)

) Gno- (0)

,::i11:t:i!,7111t1'iiii;11:y1:i11;t!ii!ffifti::iir Sotide de Drucker-Prager: états de contrainte
macroscopiques admissibles en présence et
en l'absence de pression de pore.

On considère, à titre d'exemple, le cas particulier où
}a phase solide est un matériau de Drucker-Prager (BZ).

Puisque l'existence d'une contrainte effective macros-
copique a pu être établie, il est suffisant de déterminer
la résistance macroscopique en l'absence de pression
de pore (P = 0), ce qui revient à identifier le domaine
Gî"* (0). Gl"- (P ) sera alors déduit de (93). On utilise à
cet effet la technique mise en æuvre précédemment
dans le cas du matériau de von Mises. On recherche
donc un matériau isotrope non linéaire dont l'équation
d'état est de la forme (58) et vérifiant la condition (80) :

,'lr''(1 - ,p,)'- (ry - rv2)rï" +

,
(1 + io")r.r' * 2u2h(L - ô,) r,,,.J

La relation (98) caractérise le domaine
Ensuite, Gl"- (P) est obtenu en remplaçant
contrainte macroscopique I par la contrainte
(94). Avec les notations :

(eB)

Gl"" (o).
l'état de
effective

P

h

\
(1 +

Çhom (P)

dans le domaine des grandes déformations déviatori-
ques. A la différence du module de cisaillement iden-
tifié dans Ie cas du matériau de von Mises (U' (eo) = I</
(2e^)), le module de cisaillement sécant p' dans (95)
dépend à la fois de eu et de eo. Cette propriété est desti-
née à traduire le fait'que la résistance au cisaillement,
représentée par 2lr' to,, augmente avec la pression ,Ce

confinement locale qui n'est autre que - k't,,. En ce qui
concerne le module de compression k', le choix le plus
simple consiste à le considérer comme une constante.
On remarque qu'une telle définition ne permet pas de
satisfaire la condition (61) assurant l'existence d'un
potentiel. Notons que ce dernier n'est cependant pas
nécessaire pour mettre en æuvre le raisonnement. Le
niveau de déformation effectif est ici caractérisé par les
deux scalaires efr et e!r. Avec les relations (45) et (55),

compte tenu de la condition P - 0, le système qui per-
met de déterminer ces quantités en fonction de l'état
de contrainte macroscopique est le suivant :

(1 - ,p")eir -+ @,)
n, ,_\

4(1 - ,p,)r"or'
t) Lf 

\ kh'-' ) unt' - 0lr'r rn'-' 
t -

.r.horrt, - 
4(t - 'âo) ,",r'" lr,ror, : ,I' 

^!i 
r^ rr, (,r) 

(96)
N'uvt" - TF,- i t* l_t26Jrt,,

D,K 1+Plh,; L''t-r+Plh t99)

l'équation de la frontière elliptique de Gl"'" (P) dans l'es-
pace des contraintes (t;, Io) s'écrit :

,l'l/(1 - cpo)z- (+ -,,'2)D'iil +

( 1 +'50 
")D'J' 

* 2.2 t',,(r -,b ")D' :,,

Notons que l'on retrouve (86) comme la limite de
(100) quand [ + "" et cr + 0 avec crh - k.

Supposons à nouveau que P - 0. D'après l'équation
(98), la forme de Glo'" (0) est effectivement elliptique et
Ia résistance en compression isotrope est bornée à la
condition que 3qo/4 > a2.En revanche, pour de plus fai-
bles valeurs de Ia porosité, en l'occurrence pour 3So/4
< cx,2, lI convient d'observer que la relation (98) prédit
que la résistance en compression isotrope est infinie.
En d'autres termes, pour de telles porosités, tout état
de contrainte de la forme In,1 avec I,'., ( 0 est admissi-
ble, de sorte que Glo* (0) n'est pas un domaine fermé.
Cette conclusion esi en contradiction avec le résultat
du modèle unidimensionnel de la sphère creuse sous
pression (Dormieux et al., 2006). On montre en effet
que la contrainte de confinement qui peut être appli-
quée à la sphère creuse est bornée, quelle que soit sa
porosité (pourvu que clt, < l3/2). Plus précisément,la
valeur exacte I* de la contrainte de confinement maxi-
male peut être obtenue par les techniques classiques
du calcul à la rupture et vaut (Barthélémy et Dormieux,
2003) :

Lf (eu-, ro) = *U, - ks €u-) (e5)

(100)

(101)

(,1)

Comme dans le cas du solide de von Mises, on a
utilisé dans (96c) le fait que p'/k' tend vers 0 pour les
grandes déformations déviatoriques. En combinant
(96b) et (96c), il vient tout d'abord :

Cette limitation du résultat du processus d'homo-
généisation non linéaire est imputable au manque de
précision dans la mise en oeuvre du concept de défor-
mation effective. Le recours à une estimation uniforme
du niveau de déformation sur l'intégralité de la phase
solide devient trop simpliste pour les basses valeurs
de la porosité. Cette difficulté peut cependant être
surmontée en subdivisant le domaine solide en sous-
domaines,, en introduisant autant de déformations
effectives que de sous-domaines.

lJne alternative à la méthode d'homogénéisation
non linéaire conduisant aux critères de rupture (98) et
(100) consiste à mettre en æuvre une technique d'ho-
mogénéisation périodique. La confrontation des deux
méthodes permet également d'apprécier les perfor-
mances quantitatives des expressions analytiques très
simples fournies par Ia méthode sécante dans le cadre
du concept de déformation effective.

On considère ici une cellule de base cubique, com-
portant une sphère creuse au centre, entourée de la
phase solide. On a vu qu'il n'est pas restrictif de sup-
poser la pression de fluide nulle. Le milieu périodi-
que est obtenu par répétition dans l'espace de ce motif

t-1" 
: 

,#Q, - k'uî,r)

(r t t - 4ro) r'or t-r' (u"or)) ' -
'*,0?,, 

+ (1 + '5,1,,)rr' (sT)

A tl 
"r,-*il:î:?;li:"duire 

(e6a) et (e6d) dans re membre de
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de base. On détermine la charge limite de ce dernier
Iorsqu'il est soumis à un trajet radial dans l'espace des
contraintes. Dans la pratique, on se limite ici à des états
triaxiaux de révolution dans les axes de la cellule et l'on
fait varier le rapport IolI-.

La figure B présente une comparaison entre le
critère de rupture (98) (courbe en trait continu) et les
résultats numériques obtenus par un calcul en é1é-

ments finis (cercles), pour les valeurs o( = 0,21 st 0o =
0,15. Les segments inclinés de part et d'autre de l'axe
vertical correspondent aux trajets de compression et
de traction uniaxiales. Sur ce diagramme, on note les
deux trajets rectilignes radiaux qui correspondent à

des états de compression et de traction simples. On
observe un excellent accord pour des niveaux de
contrainte moyenne égaux ou inférieurs à celui de
l'état de compression simple. En revanche, le résul-
tat du schéma d'homogénéisation non linéaire sures-
time significativement la résistance pour les états de
contrainte en compression faiblement déviatoriques.
On retrouve les limites de cette démarche qui viennent
d'être commentées à propos de la résistance en com-
pression isotrope.

-1 -0,5 o
m

iiiiilititi,ij1iili,Êtifl1iirtiiïa,frffii?ffirtii critère de ruprure macroscopique pour
une phase solide de type Drûcker-Prager:
approche périodique et estimation par
homogénéisation non linéaire.

E

Parallèlement à l'approche expérimentale, la démar-
che micromécanique constitue une stratégie efficace
pour tester l'existence d'une contrainte effective dans
un cadre rhéologique donné. Bien qu'elle soit couram-
ment admise pour les sols et largement validée par de
nombreux essais de laboratoire, la contrainte effective
de Têrzaght n'a pas de portée générale. D'une façon
bien connue en Mécanique des Roches, la contrainte
effective proposée par Biot dans le cadre de la poro-
élasticité linéaire doit lui être préférée . La question de
l'existence d'une contrainte effective dans les situa-
tions de comportement non linéaire, élastique ou non,
est plus ouverte. S'agissant du critère de rupture, la
contrainte de Terzaght est attachée à l'absence d'effet
du confinement sur la résistance de la phase solide du
milieu poreux. Le recours à une contrainte effective
plus complexe, variant de façon non linéaire en fonc-
tion de la pression, s'impose en revanche lorsque la
phase solide du milieu poreux possède une sensibilité
au confinement de type Drucker-Prager.

11 est à noter qu'un écart vis-à-vis de la contrainte
de Terzaghi peut également résulter d'interactions
non purement mécaniques entre les constituants de

la phase solide à l'échelle microscopique. C'est le cas
notamment dans les argiles de }a classe des smectites
(Dormieux et aI., 2005).

Signalons pour finir quelques résultats relatifs aux
matériaux élastiques linéaires endommagés par micro-
fissuration. On suppose que le réseau de fissures est
saturé et connecté, de sorte qu'il y règne une pression
uniforme. Dans Ie domaine des évolutions réversibles,
on montre que la refermeture progressive des fissu-
res se traduit par un comportement poroélastique non
linéaire. Les équations d'état s'écrivent de façon com-
mode en vitesse, en faisant appel à des coefficients de
poroélasticité tangents :

i - cf:i'(t + Pl) : E - r.6,,(x + P1l'P

(1,02)

ib-F,".,,"(t+P1) :E*
Nrorr(, + PL)

De surcroît, ces derniers dépendent de la contrainte
effective de Terzaghi (Dormieux et Kondo, 2005). Sous
réserve de l'homogénéité de la phase solide, ils sont
reliés par les relations homologues de (26) et (31).

Enfin, signalons que Ie modèle micromécanique de
l'évolution de l'endommagement par microfissuration
proposé récemment (Dormieux et al., 2006a) conduit
à un critère de propagation également contrôlé par la
contrainte effective de Terzaghi.

ffiffiIEH:

Annexe ile lemme de Hill

On considère un champ de contrainte o' à diver-
gence nulle et un champ de déformation géométrique-
ment compatible e* définis sur le v.e.r. fi. On envisage
deux situations distinctes

- le champ de contrainte o', de moyenne I' - d, vérifie
des conditions aux limites uniformes en contrainte :

(Yze aO) o'(Z). n(z) n(z)

- le champ de déformation t*, de moyenne E = t*, est
cinématiquement admissible avec un champ de dépla-
cement g. vérifiant des conditions aux limites unifor-
mes en déformations

(Yze AO) L.@) -E. . z

Dans les deux cas, on démontre la règle de moyenne
suivante :

P

Conclusion

Ce résultat
cohérence du
gétique.

o\€. -7:
constitue le lemme de
changement d'échelle

(103)

Hill. Il garantit la
sur Ie plan éner-

iiji,i## ffiffiiitrïtftitif,#,irr'tn

L'auteur tient à remercier Samir Maghous pour de fructueuses discus-
sions sur Ia thématique abordée dans cet article ainsi que pour sa participa-
tion aux estimations numérigues présentées à la section 4.3.
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