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Ce que vous trouverez dans ce fascicule

LA THEORIE DE LA PLASTICITE
ET L’EQUILIBRE LIMITE EN MECANIQUE DES SOLS

Les méthodes de dimensionnement en Mécanique des Sols et dans l'analyse
des structures ont évolué différemment en raison de la nature des problemes a
résoudre et des moyens disponibles en calcul.

Depuis Coulomb, il y a deux siécles, I'étude de la stabilité des ouvrages en
terre était basée sur une analyse a l'état limite. Pour les structures, le calcul était
fait uniqguement en phase de service et l'on supposant un comportement élastique
linéaire des matériaux utilisés.

Avec les nouvelles possibilités offertes par linformatique et une meilleure
connaissance de la rhéologie des matériaux, la tendance actuelle est de considérer
ces deux approches comme complémentaires et de procéder simultanément, quelle
que soit la nature de l'ouvrage, & une analyse en phase de service et & |'état ultime.
En effet, il est indispensable de connaitre la tenue de l'ouvrage en cours d'exploitation
ainsi que l'intervalle de sécurité sur lequel on peut compter.

La présente étude fait le point sur l'application de la Théorie de la plasticité a
divers problemes d'équilibre limite en Mécanique des Sols et reprend différentes
publications que l'auteur a déja effectuées sur cette question.
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LA THEORIE DE LA PLASTICITE
ET L’EQUILIBRE LIMITE EN MECANIQUE DES SOLS

par Elie ABSI

Cette étude est dédiée a la mémoire d’Albert CAQUOT et Jean MANDEL.
Leur apport & Iéquilibre limite en Mécanique des Sols a été important
et je leur dois énormément.

1. Introduction

1.1. Préliminaire

Soit un milieu soumis & un certain chargement. On
admet que le seuil d’écoulement est atteint en un point
donné quand le tenseur de contraintes vérifie un
certain critere de la forme :

f(01,05,03) =0 (1.1

Dans l’espace des g;, I’6quation (1.1) définit une
surface qui se superpose a elle-méme pour toute

2T . . .
rotation de 5 autour de la trisectrice OA. Ceci

résulte du fait que les trois contraintes principales o;
jouent le méme rdle et peuvent se substituer entre
elles (fig. 1).
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Fig. 1.

1.2. Problémes de déformations planes

Le cas de la déformation plane (x;, x;) concerne
une classe importante de probleémes qui se posent en
mécanique des sols (talus, fondations, souténement,...)
(fig. 2).

La direction x; est principale et les composantes e;
du tenseur de déformations sont nulles (e; = 0). La
contrainte principale o; est alors une certaine fonction
de o; et o,

o3 = g (0,0 (1.2)

»
»
1

Fig. 2. X

La forme de cette fonction dépend des lois de
comportement du matériau considéré. En portant cette
valeur de o; dans (1.1), on trouve :

f(61,05,8(9,9)) =k (5,6, =0 (1.3)
Cette expression constitue le critére d’écoulement
plastique en cas de déformations planes.

Dans le plan de Mohr, la relation (1.3) définit un
ensemble de cercles dont I'enveloppe E est une courbe
caractéristique de chaque matériau: On la désigne par
courbe intrinseque (fig. 3).

i A

v

AL,
N .

Fig. 3.

En conséquence :

* Si un massif est en état d’équilibre limite plan, les
deux équations d’équilibre et le critére d’écou-
lement permettent, normalement, de déterminer le
le champ de contraintes (5y;, 05, G) ;
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Fig. 4.

+ La connaissance des trois composantes g;; définit
un cercle tangent & la courbe intrinséque ;

N
+ A la contrainte o agissant sur un élément de
surface du massif, correspondent deux cercles de
Mohr (fig. 4). Ces deux cercles C, et C, sont
relatifs a des états d’équilibre distincts qu’on
qualifie respectivement d'inférieur ou de supérieur.

1.3. Cas des sols

1.31. Critére de Coulomb

Pour les sols, on adopte comme courbe intrinséque
la droite de Coulomb D (fig. 5) d’équation :

[t|=C+n.tgoe=(H+ntgo

(1.4)

.G
v
Fig. 6 a.

R
I—'Z
Fig. 6 b.

* Sols pulvérulents (9 # 0, C = 0);
* Sols purement cohérents (p =0, C+# 0);
* Sols cohérents (¢ # 0, C# 0).

1.4. Théoréme des états correspondants
de Caquot

Soit un milieu cohérent en équilibre limite. En tout
point de ce milieu, le cercle de Mohr est tangent en T
a la droite de Coulomb (fig. 7). La contrainte limite
OT a une obliquité « supérieure a @.

Fig. 5.
Fig. 7.

En chaque point du massif supposé en état d’équi-
libre limite, il y a deux éléments de surface sur
lesquels le critere de Coulomb (1.4) est vérifié. Ils
correspond aux points de tangence T et T" sur le
cercle de Mohr. Comme on peut le voir, ces deux
éléments admettent la direction de la contrainte maxi-
male o, comme bissectrice et font entre eux un angle
de (fig. 6a) :

- 15
7 ¢ (1.5)

Les enveloppes de ces deux éléments constituent
deux familles de lignes dites de glissement (I} et I)
le long desquelles le critere de Coulomb (1.4) est
vérifié (fig. 6 b).

2u =

1.32. Classtfication des sols

Compte tenu des caractéristiques ¢ et C, les sols
peuvent étre classés en :

68

Faisons subir au milieu la modification suivante :
Par la pensée, majorons le champ de contraintes

. . C
d’une pression hydrostatique H = ——. Cela revient

tg @
a imprimer au cercle de Mohr C une translation égale
a H. En particulier, sur 1’élément de surface pour
lequel la contrainte est OT, la nouvelle contrainte
sera OT, et le cercle C, sera tangent en T, & la droite
D, parallele & D passant par 'origine O.

Le nouveau champ de contraintes correspond &
celui d’'un milieu pulvérulent d’angle de frottement ¢,
en équilibre limite et soumis, en plus du chargement
initial, & la pression H.

Ce théoréme est di & Caquot. Il permet de ramener
I’étude d’un milieu cohérent en équilibre limite 2
celui d’'un milieu pulvérulent. Comme nous le verrons
par la suite, ce théoréme est d'un trés grand intérét
sur le plan pratique.
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2. Etude générale

1. Préliminaire

Considérons un massif homogéne en état d’équilibre
limite plan (x;, x,).

En chaque point M du massif, les lignes de glisse-
ment I'| et T, admettent o; comme bissectrice et font
entre elles un angle 2 ¢ de valeur :

2p= — 2.1
e 2.1

Désignons par 8 Pangle que fait o, avec Ox,; (fig. 8).
L’équation générale d’une ligne de glissement est
donc :

dx,
T = 'Ot 22)

Fig. 8. 124 [_'2

Les 51gnes (+) et (—) correspondent respectivement
3 la premiere et a la deuxitme famllle de lignes de
glissement I, et T,

D’aprés le cercle de Mohr, les expressions des oy
sont les suivantes (fig. 9) :

oy =A(1 +sin¢cos26)—H

Gy = A(l—singcos28)—H 2.3)
6, =Asingsin20

Fig. 9.

2.2. Equations d’équilibre

Les équations d’équilibre suivant les deux directions
x, et x, s’écrivent respectivement :

99y 89,
8%, 3x, 1!

2.4
00y, 00y 24
le axz -2

ot X, et X, sont les charges volumiques.

69

Remplacons dans ces équations chaque terme par
sa valeur tirée des expressions (2.3). On trouve :

87\ 3
(1 +sinpcos28) —— 4 sinysin2 6 — ™
X

00 20
— 2 A sin ¢ 6 — — =
2Asin (sm 2 ox; cos20 5%, ) X,

o 2.5)
singsin26 —— + (1 —sin@ cos 2 0)
8x1 2
+2nsino ) _x
A sSIn @ axz = 2
i
En remarquant que 2 ¢ = - ¢ les expressions
(2.5) deviennent :
3A
[cos? (68 + 1) + cos? (6 — w)] S T
1
+ [sin (8 + 1) cos (6 + 1) -+ N
3
i (6 — . e
+ sin ( 1) cos (8 — )] 5%,
00 20
shine 120 22 —nnn 3] <x
2Asin g sin 26 ox cos20 ox, X4
(2.6)

[sin (8 + ) cos (6 + 1) + N
+ sin (8 — 1) cos (8 — )] 8— +

4+ [sin? (8 + ») + sin? (6 — )] —— +

69 }
3x, 1 X2

Cest un systtme de deux équations aux dérivées
partielles du 1¢ ordre quasi linéaire. Il est de type
hyperbolique et admet deux familles de lignes caracté-
ristiques qui sont, comme on le verra, les lignes de
glissement T et 1‘2.

2 s [ o8
-+ sin ¢ %,

Multiplions la premiére équation par sin (8 + 1) et
la seconde par cos (8 F p). Par soustraction membre
4 membre, on trouve successivement :

’ 0 2 ine
o, cos (68 + ) 5%, sin 1w

06
+2A [cos(ﬂ—i—u).—a?—%—

36
+ sin (68 4 1) . T] g
X, sin (8 — 1) — X, cos (8 — 1)

= =V,
cos @
2.7)
A -7
e 08 (6 — 1) + sin (0 — ) —
8x1 2
2 A [ 6 ) o0 +
—2A]cos (68— ox,
in (@ ) 36 ]
4+ sin (8 — 1 5% tg @
X, sin (8 + 1) — X, cos (8 + 1)
— = V.Z

cos @
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o1 V, et V, sont les composantes des charges volu-
miques suivant les lignes de glissement I’ et T, (fig. 10).

X2
—»

X1 v

Fig. 10.

Les deux expressions (2.7) peuvent se mettre sous
la forme condensée.

o 0 A

2 et o] Lo

ok, T8 Oxw. 52 Log

— Xysin(® F ) —X,cos (0 F 1)
+ cos ¢ .cos (6 + )
S V,/cos (8 + 1)

iZGtg@}

== 2.8
| Vy/cos (8 — ) @8)
Or :
sin (8 — ) = sin (8 + W) sin ¢ —
—cos (8 4+ 1)y coso
cos (8 — ) = cos (8 + ) sin ¢ —
—sin (8 + p)cos @
. . (2.9)
sin (8 + ) = sin (8 — ) sin ¢ +
4+ cos (0 — ) cos @
cos (8 + 1) = cos (8 — ) sin @ —
— sin (6 — ) cos @
L’équation (2.8) s’écrit alors :
[¢] 2 A
2 g0t | [Log - £ 20u0]
X[axl +tg (6 + ) o Log 2 +20tge
=F{X [tgotg(®@ L p)—1] —
— X, [tgo—tg (0 £ )]}
(2.10)

Q V,/cos (8 + )
| Vy/cos (8 — 1)

2.3. Equations de Kotter

2.31. Premiére approche

L’équation générale des lignes caractéristiques (l.c.)
est :

-d' =tg®Lp) (2.11)
(+) : pour la premidre famille I,
(—) : pour la deuxiéme famille T,.

Il en résulte que l’équation (2.8) s’écrit le long
d’une lec.
* de la premiére famille I') :
dr +22tge.dd = (X; + X, tg @) dx; —

— (X, tg o + X,) dx, = V,ds, (2.12)

70

* de la deuxiéme famille (I')) :
d?\-—-—Z?LthP . dﬁ = (Xl———thgCP) dX1 +
+ (XI tg Q Xz) de - VZ dSz (2.13)

Les relations (2.12) et (2.13) sont les équations de
Kotter.

En particulier, si la charge volumique se rameéne au
poids propre Y uniquement et en prenant x; suivant
la verticale vers le bas (X; = v, X, = 0), les équations
(2.12) et (2.13) deviennent alors :

dh + 23tgo.de = v (dx;—tg ¢ . dxy) 2

2.14)
A —2htge.d8 = (dx, + tg @ . dxy) |
ou encore
d\ + 2ehtge.db = v (dx,—etge.dxy) (2.15)

ot 'on a posé & = + 1.

2.32. Deuxiéme approche

Les équations de Kotter peuvent étre obtenues par
voie directe en écrivant "équilibre d’un élément de
volume ABCD en forme de parallélogramme et dont
les cOtés AB et AC sont tangents aux lc. T, et T
(fig. 11).

Fig. 11.

Des1gnons par T et p les composantes d’une contram—
te o suivant respectivement les deux directions Ot
et AT (flg 12) On a

c = n -+ 7: ; +

f“t

-
T

(2.16)

Fig. 12a
e
? —
T
-
G Jt
Fig. 12b. n
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ou
= 0 T=t—nt (2.17)
P= "oso =i—nige )
Or, on a (équations 2.3)
n=A(l+sinevcos26) —H 2
f = Asingsin20 [ 18
D’ot
1 .
dp = v [(1 + sinp cos 2 6) dA —
~— 2 A sin ¢ sin 2 6 d0]
dt = [sin¢sin26-— (2.19)

—tg o (1 + sinpcos 2 8)] dr

4+ [2Asingcos?26—
— 2 X sin@sin26.tg o] d6

Reprenons I’élément ABCD Sur AC agit une
contrainte ¢ de composantes p et © (fig. 13).

(@]
o

Fig. 13.

L’angle 8 correspondant ayant pour valeur
7
20 = - + @ (2.20)

les expressions (2.19) deviennent alors :
dp = coso .dh—2Xsin ¢ db 2
221
dt =0 g ( )

Ecrivons maintenant 1’équilibre de ABCD, suivant la
direction de T',. On trouve :

dp.ds; = V,ds, ds,cos 9
d’or
dp . ; —
- =di—2Atge.dd = V,ds, (2.22)

C’est la deuxiéme équation de Kotter (2.13). En
expr1mant I’équilibre de ABCD suivant I';, on retrouve
la premidre équation de Kotter.

2.33. Remarques

Remarque 1 :
Effectuons le changement de variables suivant :

1 A
£ = Ttge log —— T + 8
(2.23)
1 x

E =
27T Dtge log 7= k
ot k est une constante arbitraire.

— 0

71

Inversement, on a :
20=E —§, 2
A= ke By +Ey)tee S .24

Les équations (2.7) peuvent alors se mettre sous la
forme :

a&1 agl
Tax, & ax,
Vi
= 2htgpcos (8 -+ 1) =4
2.
a&; g O—m 52 _ (225)
v,
T 2%tgecos (0 —p) =&
ou :
dE, v, i=1 sur I
ds, ~ 2hige | i=2sur T, (2:26)

Remarque 2 :

Dans le cas d’un milieu non pesant (V; = 0), linté-
gration des équations de Kotter (2.26) est immédiate
et donne :

. 1 Py
_ - - — te i
=3 g7 Log T 8 = Ctesur une ligne T

1 ) (2.27)
— —_— — te
&= 5o o Log —— — 6 = C'*sur une ligne I’

Remarque 3 :

Considérons le cas d’'un milieu purement cohérent
(fig. 14).

On a:
o, =7+ Ccos28 ‘
0, =n—Ccos26 (2.28)
o, =Csin26

A

-
1

Fig. 14.

En portant ces expressions dans les équations d’équi-
libre (2.4), on trouve :

o 00
3%, xz’“Xl

2.29
1 Ceos2 6' n20 — =X e
%, 08 20y, x,
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Si I'on procéde comme précédemment, on constate
que les équations de Kotter se raménent a :

¢ suivant une lc. Ty :

dn+2C.dé =V, ds, (2.30)
* suivant une lc. I :
dn—2C.dé = V,ds, (2.31)

Ces relations portent le nom d’équations de Hencky.

2.4. Probléme de Cauchy

Considérons le probléme suivant qui est un probléme
courant en mécanique des sols :

On connait le long de AB de la courbe T' du massif
la répartition des contraintes (c’est-d-dire A et 8 ou &
et £,) et 'on suppose que le massif est en état d’équi-
libre limite (fig. 15 a). Peut-on trouver une solution a
ce probléme et sous quelles conditions ?

Fig. 15a. Fig. 15b.

C’est le cas, par exemple, des murs de souténement
ott l'on connait la répartition des charges g agissant
sur le talus AB et I'on se propose de déterminer les
contraintes dans le massif, supposé en état d’équilibre
limite, ainsi que la pression agissant sur 1’écran AC
(fig. 15b).

Ce probleme est dit « probléme de Cauchy». La
résolution peut s’effectuer par approximations succes-
sives. Pour cela, il faut connaitre les dérivées partielles
de &, et &, par rapport & x, et x,. Le long de AB, on a :

— 8E‘l 951
dg; = 5%, dx; + B, dx,
(2.32)
85 3E,
d&z - axl dxl + axz de
Des équations (2.25) et (2.32), on tire :
88 _ adx,—tg (8 + 1) d§
851 o al dx1 — dEl
3x, dx, —tg (8 + ) dx,
88,  apdx,—tg (8 —p)d§, (2.33)
ax,  dx,—tg (0 — ) dx;
852 _ a; dxl —_— d&l
Bx, dx, —tg (0 — 1) dx,

La solution est donc possible sous réserve que les
dénominateurs soient non nuls. Autrement, nous som-
mes en présence d’une ligne caractéristique (l.c.) ou de
discontinuité.

72

2.5. Lignes caractéristiques

Supposons que le long de la courbe T (fig. 15 a), le
numérateur et le dénominateur s’annulent simulta-
nément dans l'une des équations (2.33). Le probléme
sera alors indéterminé et la courbe T' est une ligne
caractéristique.

L’examen de ces équations (2.33) montre que ['on
a deux familles de lignes caractéristiques définies par :

* pour la premiére famille T :

dx. d

dxj =tg(®+ 1) d—fcl[ =a (2.34)
* pour la deuxi®me famille T, :

dx. d

dle =tg (6 —1) dizl = (2.35)

Ces lc. sont donc des lignes de glissement définies
par : ‘
X2

ilixl =tg (0w (2.36)
et le long desquelles la relation :

dg;

—dTI = g 2.37)

n'est autre que I’équation de Kotter.

2.6. Ligne limite ou de discontinuité
de premiére espéce

Supposons que le long de AB de la courbe T, le
dénominateur seul soit nul dans l'une des équations
(2.33). Soit, par exemple :

dx,—tg (0 —1p).dx; =0 (2.38)
a,dx, —dé, 0 (2.39)
Dans ce cas, on constate que sur AB (fig. 16) :

N

Fig. 16. A

* le paramétre &, subit une discontinuité
88,
ox;,

* la courbe T' est tangente & l’ensemble des lc. T,
qui y aboutissent

dx,
dxl - tg (6 - !J-)

(2.40)

(2.41)

Donc T est une enveloppe pour les l.c. T, ;

* le long de T, Péquation de Kotter n’est pas
vérifiée
d&z

dx;

On verra par la suite que I' est aussi un lieu de
points de rebroussement pour la premiére famille T,

des l.c. Donc, la solution ne peut pas étre prolongée
au-dela de T.

Nous désignons alors I' par « ligne limite » ou « ligne
de discontinuité de premiere espece ».

(2.42)
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2.7. Recherche d’'une solution

2.71. AB est une courbe quelconque

La connaissance de la répartition des contraintes,
c’est-a-dire de §; et &, et de leurs dérivés partielles sur
AB nous permet, en général, de trouver une solution
au voisinage et de part et d’autre de AB.

On peut étendre cette solution de proche en proche
a tout le quadrilatére ABCD limité par les quatre
lignes caractéristiques issues des deux extrémités A et
B (fig. 17). Au-dela de l'une de ces lignes telle que AD,
il est impossible de prolonger la solution, vu l'indé-
termination qu’on aura dans les expressions des
dérivées partielles de g, et &, La solution est donc
complétement déterminée et d’une facon unique dans
tout le quadrilatére ABCD et sur son contour.

Une conséquence importante en découle : la répar-
tition des contraintes dans le domaine ABCD ne
dépend que de la valeur prise par le tenseur de
contraintes le long de AB.

Fig. 17. C

2.72. AB est une ligne caractéristique

Soit AB une ligne caractéristique de la deuxieme
famille par exemple. La connaissance de la répartition
des contraintes ne suffit pas pour trouver une solution
3 cause de lindétermination qu’on a sur les dérivées
partielles de &,. Il nous faut donc des renseignements
supplémentaires. Ces renseignements peuvent &tre
fournis :

* soit par la connaissance de la deuxie¢me l.c. AC
passant par A (fig. 18). En ce cas, le probleme
sera entierement déterminé et d’une facon unique
dans le quadrilatere ABCD dont les c6tés sont
des lignes caractéristiques ;

D

I

iy

Fig. 18. A

* soit par la connaissance d’une relation entre &,
et & sur une courbe AE (fig. 19). En ce cas, le
probléme est complétement déterminé et d’une
facon unique dans le quadrilatére ABCD dont
les cOtés sont des lignes caractéristiques.

D

w3

Fig. 19.

73

8x,  cos?®

2.73. Raccordement de deux solutions distinctes

Deux équilibres limites différents ne peuvent se
raccorder que le long d’une ligne caractéristique
commune.

2.74. Renconire de deux lignes caractéristiques

Physiquement, il est impossible que deux lignes
caractéristiques d’une méme famille se coupent entre
elles en un point du massif.

2.8. Cas particulier A = 0

Dans le probléme de Cauchy, on a supposé impli-
citement que X # 0 le long de I'. Examinons ce cas
particulier de A = 0.

Il s’agit d’établir que 6 n’est plus une donnée de
Cauchy le long de T, et de montrer comment on peut
obtenir :

A BA 0 a6 o0
> 8%, Bx; 7 Bx,

Afin de mieux illustrer la démarche, on considére
que le massif est soumis uniquement & son poids
propre Y et que x; est dirigé suivant la verticale

(fig. 20).
\Zi :zc;
N

A\

s

Ox,

N\

Fig. 20. v Z1 r
D’une part, on a :
* dans le massif
Xy = X, =0 (2.43)
* le long de T

A=0 Lcil—fclz =tgi (2.44)
dl——?-%-dx—i—ﬁ—l—dx—o (2.45)
- oox, 1 ax, T )
ou "

3A . A

W tgi 4+ '—a";c;- =0 (2.46)
D’autre part, on peut tirer des équations (2.5) les

valeurs de —a—xI« et aa):; .

On trouve, tout calcul fait :
o’ 1
8x,  costy

{ Y (1l —singcos26) 4+

+27\sin<p[sin28 +

ox;

+ (sin ¢ — cos 2 9) -%i—] } (2.47)
2

3A —1
ysingsin28 +

. . 00
4+ 2Asine [(smcp—}-cosZB) _ax_+
1

i 26—82-} 2.48
+ sin %, (2.48)
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Sur T, ces expressions deviennent (A = 0) :

A Y .
o, == v (1—singcos28)
(2.49)
_—8_}_\_ N in? 8
5%, _ cofto sin ¢ sin 2
En portant ces expressions dans I'équation (2.46),
on trouve :

(1—sinpcos20)tgi—sin®sin26 =0

ou

sini—sin@cos (26 —1i) =0 (2.50)

On voit que la valeur de 6 sur le contour T est bien
déterminée et elle ne constitue donc pas une donnée
de Cauchy. Si on en tient compte dans les équations
(2.47) et (2.48), on obtient les valeurs de

ar ax
le 8x2 ’

Déterminons les dérivées partielles de 6. En dérivant

I’expression (2.50) suivant I', on trouve :

( o0 CH dx, +
3x, ax, ) &1
0 [c14
( —872 — ‘8}2‘) dx, =0 (2.51)
ou
2 o8 toi 4 2 26
%, BIT 25y
8i i
—_—— =0 .
ax, 3x, (2:52)
La deuxi®éme relation nécessaire pour avoir acx et
1
00 b t les expressions d S
—B};eSt obtenue en comparant les expressions de 5%, %,

tirbes des deux équations (2.47) et (2.48). En effet,
ona(A=0) :
cost ¢ 82 A

2sing 9xy0x, +

— ysin20 -2
= Y sin ,axz

li' 20 09 (si 20) aﬁ}
o5, sin B, -+ (8in ¢ — cos %,

a0 31[ . 80
=_YCOS2BW“W (Sll’lCP+C0826)“‘é};+

i ?eje—} 2.53
+ sin 2 %, (2.53)

Ces deux équations (2.52) et (2.53) nous permettent

80
donc d’avoir —— et sur I'.

5
8x 8x,

2.81. Remarques

Remarque 1 :

L’équation (2.50) montre que l'on a tout le long
de T :
sini <sin @ : )

ou (2.54)

<o
Remarque 2:

Le cas de A = 0 se présente notamment quand T
est le contour d’un massif pulvérulent non chargé.

74

Remarque 3 :
Supposons que I' soit une lc. Des équations (2.15)
de Kotter, on déduit :
dx,—cetge.dx, =0
ou
dx,
dx,
En conséquence, ce cas se produit dans le probléme
de Rankine lorsque la pente i = o.

=ctgp =tgi (2.55)

2.82. En résumé

Si le long d’un contour I', on a A =20 :
a) on ne peut pas se donner arbitrairement la valeur
de 6; ce n’est pas une donnée de Cauchy ;

b) il est possible de déterminer les dérivées succes-
sives de A et de 0 le long de T.

2.9. Utilisation des coordonnées polaires

L’utilisation des coordonnées polaires (r, ®) est
commode pour le traitement de toute une classe de
problemes (fig. 21).

Fig. 21. Or

2.91. Critére de Coulomb et cercle de Mohr
Le critere de Coulomb sécrit (fig. 22) :

G, —a, \2 ' 2
(—2”&) L= (Gf + 0“) sin? ¢ (2.56)
2
A’t
//
AT
7
/'/W (rw ‘/\/Zq); »
La#
A n
|
Fig. 22.
De méme, on tire du cercle de Mohr .
o, =A(l +sinpcos2¢)—H :
o,=A(l—sinpcos2¢)—H (2.57)

T = Asinesin2¢

ol ¢ est I'angle que o, fait avec o, ou le rayon vecteur
r.
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2.92. Equations d’équilibre

Les équations d’équilibre en coordonnées polaires
s’écrivent (fig. 23) :

9o, 1 ot 0,0,
= T e T =X
(2.58)
ot 1 &g, 2:~—X
T e T2 T e
w ~
Gy
A /'(
Ow
Fig. 23.

olt X, et X, sont les composantes des charges volu-
miques suivant r et . En remplacant dans ces
expressions chaque terme par sa valeur [équations
(2.57)], on trouve :

(1 + singcos2d) %}—zxgn@sinw %;R-g—

+2ir(l -+ %%) sin pcos2¢ +
+——’-1;—sincpsin2¢ :—:} = X,

sin@sinZd}% 4 2Asinocos2 ¢ %f—\—l—

1 ) A
+—;— (1 —singcos2d) e +

A ad
—_— —_— 1 3 f —
+ 2 " (1+ aw)smfpstQ.-Xw

2.93. Equations des lignes caractéristiques

d
r —d‘;i =tg @t w (2.60)

+ : pour la premiére famille T
—: pour la deuxieme famille T,.

Fig. 24.

2.10. Milieux hétérogénes

Considérons une courbe I' qui sépare deux milieux
distincts @ et ® caractérisés par (C;, ;) et (C,, ¥
(fig. 25).

(2.59)

Fig. 25. @

Supposons connu le champ de contraintes dans @
et en particulier sur I' le long de laquelle on a :
t<C +ntgo (2.61)
¢ si
t<Co+ntgo, (2.62)
on se trouve en présence d'un probléme de

Cauchy et le prolongement de la solution de la
région @ vers ®, a travers I', est possible et il

est unique ;
* si
t=Cy+ntgo, (2.63)

la courbe T est alors une lc. pour la région ®
et on peut raccorder au champ de contraintes
dans @ une infinité de solutions dans @ ;
* si
t> 8+ ntge, (2.64)
aucune solution n’est possible dans ®.

2.11. Equilibres homogénes et semi-homogénes

Si 8 reste constant dans tout le massif (fig. 26), les
l.c. sont alors constitu€es par deux familles de droites
paralleles (I, et I)) d’équations :

dx,

L’équilibre correspondant est dit homogéne.

Si uniquement une des deux familles, ', par exemple,
est constituée par des droites, I’équilibre est appelé
alors semi-homogeéne.

Fig. 26. R

2.12, Ligne de discontinuité de deuxiéme espéce

Dans divers problémes d’équilibre limite, la recher-
che d’une solution statiquement admissible conduit
4 considérer une discontinuité dans le champ de
contraintes & lintérieur du massif supposé homogene
(voir paragraphe 3.23 ci-aprés).

Nous désignons par « ligne de discontinuité de deu-
xiéme espéce », toute courbe le long de laquelle on a
un tel probléme. Elle est caractérisée par le fait que
deux points infiniment voisins et situés de part et
d’autre de cette courbe ont des cercles de Mohr
différents.

Examinons le cas représenté sur la figure 27.

Dans la zone I régne un équilibre correspondant a
Pétat d’équilibre sur OA.
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Fig. 217.

Dans la zone I régne un équilibre correspondant a
I'état d’équilibre sur OB différent du premier.

Il peut étre possible de trouver une ligne de discon-
tinuité OR raccordant ces deux états. Les équations
d’équilibre entrainent que, sur un élément ds de OR,
les contraintes normale n et tangentielle ¢ sont les
mémes de part et d’autre de OR. Par contre, la
contrainte normale n, sur un élément de surface do
perpendiculaire & OR subit une discontinuité le long
de OR (fig. 28) :

n#Fn (2.66)

?
n1?‘-'n1 0
n

2

Ny
d¢
Fig. 8. R

Pour tout point de OR, on a donc, dans le plan
de Mohr, deux cercles distincts 1 et 17 (fig. 29). Leur

intersection m donne la contrainte o agissant suivant
OR.

Fig. 29.

Le long d’une Lc. ou d’une enveloppe de lc., il ne
peut pas y avoir une discontinuité de contraintes. En
effet, on ne peut tracer qu’un seul cercle de Mohr
(fig. 30).

Donc, une ligne de discontinuité de deuxie¢me espéce
ne peut pas étre une lc. ou une enveloppe de lec.

4t 1

o\

Fig. 30.

3. Milieux non pesants

3.1. Préliminaire

L’étude des milieux non pesants présente un intérét
pratique, notamment dans les deux cas suivants :
* les forces extérieures en présence sont plus impor-
tantes que le poids propre du milieu ;
* pour obtenir une solution approchée d’'un probleme
par superposition de différentes solutions partielles.
Reprenons les équations (2.27) qui résultent de
I'intégration des équations de Kotter. Si A et B sont
deux points (fig. 31) sur une Lc. (') ou I), ces équa-
tions nous permettent d’écrire :

! L 1 8| =
i g e e

2htgo 4
——1——— L = b 3.1
CYNTT og & + . (3.1
d’olt la relation :
Ay = Ay ee2(0p—0 ) ts¢ (3.2)
avec
e= -+ 1sur I
g=—1sur T,

76

Fig. 31.

3.2. Equilibre limite d'un coin dans- un milieu
pulvérulent

Le coin (AOB) est en état d’équilibre limite sous
I’action d’un systéme de chargement uniforme g, suivant
OA et g, suivant OB (fig. 32). On se propose d’établir
la relation entre g, et q,.

Soit AB une l.c. de la deuxidme famille T, (fig. 33).

On a en A (fig. 34) :

q; = Omy = Ay (cos oy -+ sin ¢ cos ¥y) (3.3)
d’olt
9

Ay = cos &; + sin @ cos Yy G4
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Fig. 32.
At
—»
0 n
Aa —
Fig. 34.
20, =2w, =a + 7 (3.5)
ol :
. _ sindy
sin vy = Sin @ (3.6)
De méme, en B (fig. 35) :
q; = Om, = Az (cos &, — sin @ cos Y,)
d’olt
_ 92
Ap = €OS Oy — Sin ¢ COS Y, 3.7
20, =2(w,— Y =(2,+n—7,—292) (3.8
. _ sina
sin Y, = —— o 3.9

En portant ces valeurs dans I’équation (3.2) on
trouve, tout calcul fait :

cos %, — sin ¢ cos Y,

9= 41 5 % F sin @ cos T e~ 2btwee (3.10)
ou
28 =2(0,—0g) =y + 11— +
+r,—m+2Q 3.11)

3.21. Zones d’équilibre et lignes caractéristiques

Sur OA régne un état déquilibre inférieur et sur
OB un équilibre supérieur (fig. 36).

L’angle AOB comporte trois zones d’équilibre dis-
tinctes :

e zone 1 d’équilibre homogene (ou de Rankine).

77

Fig. 33.
t
2 2 \
5 \T2
\\ m\f—)(\/ -
T, 20+
q2/7< m -
0 (X:z 12 n
Ag o
Fig. 35.
I

Fig. 36.
On a:
—— 1 i
AOT, =, = > (-2— +o—2 wl) (3.12)
+ zone II d’¢quilibre homogene
o~ 1 T
BOT, =1y = 5 (2 Wy — 5~ ——CP) (3.13)

» zone 111 d’équilibre semi-homogéne en spirales

logarithmiques
T,0T, = Q— (it + 1ty)
1 b
= Q— —2“ (7 +(P———-2(D1+2(1)2—
=
5 ¢
= Q 4 (v — wy)
1
= Q —}—7—(051 + vy —T 4 Yo =3
(3.14)
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3.22. Coefficient de poussée

Le probleme traité permet d’avoir la valeur de la
poussée q, agissant sur un écran OB sous l’action d’une
charge uniformément répartie g, sur le talus OA.

Le coefficient de poussée est, par définition :
q, _ coso,—sin@cos Y,
q; cos %; + sin ¢ cos Y1y

Des tables ont été établies permettant d’avoir K, en
fonction de %, «,, Q et ¢ (voir [6] et [7]).

Le milieu étant non pesant, on peut avoir 'équilibre
de butée en intervertissant OA et OB.

e—thgq?

K, (3.15)

3.23. Ligne de discontinuité de 2¢ espeéce
L’expression de K, suppose que & = 0.

Si 8 <0, les deux zones déquilibre I et II s’inter-
pénétrent (fig. 37) et on aura une zone commune 2
ces deux équilibres homogenes. Il en résulte qu'en un
point M situé a lintérieur de langle TOT, les
contraintes ont des valeurs différentes suivant que l’on
considére ce point comme appartenant a la zone AOT
ou a la zone BOT". Ceci est physiquement impossible.
Pour lever la difficulté, on considére une ligne de
discontinuité OR qui sépare le coin AOB en deux
zones I et 1T (fig. 38).

Fig. 37.

d’équilibre dans I et II doivent se couper en un point
m tel que (fig. 39) :
C =C,=Om.

Désignons la valeur de ces contraintes par ¢ = Om
et son obliquité par 8. On a :
sin 6
sing ’
2vp =91+ 08— (2 + 19,
2vy = Y0 + (2, —7,).

siny =

(3.16)

d’otr :

2(V1+Vz)=2Y—(“1‘—“z+Y1+Y2)229
ou :

P—
y=a4 - Z;YI'HZ) (3.17)
Donc :

sin® = singsiny

ou :

U—%+ Y+ T
> ) (3.18)

Cette équation permet de déterminer ’angle 6.

sin 6 = sin ¢ sin (Q—t—

Cherchons la relation entre les charges ¢, et g,
On a :

h q; —
A= : =
COS %y -+ SIN ¢ COS Yy
B ¢
cos B + sin@cosy
(3.19
p— 92 _
\B — -
COS &, — §in ¢ cos Y,
B o
cos 0 —sin @ cos ¥
d’olr finalement :
_ cos 8 + singcosy
=9 7558 —sin g cos v
: COS &, — 8in @ cos Y-
= 2 (3.20)

€os &; - sin ¢ cos 1;

Les équations (3.18) et (3.20) déterminent entié-
rement le probleme. La condition de validité de cette
solution est :

0<v,<Q (3.21)
4
Fig. 38. m/ -
s 7
2y >
£ _T1 ;_ - my >~ 2\72
e > >
e I -7 1y n
2 -
4172
Dans la zone I régne 1’équilibre inférieur. Cette 2 T~
ligne de discontinuité est déterminée par le fait que les
contraintes C; et C, agissant respectivement sur deux
éléments de surface situés de part et d’autre de OR
et suivant celle-ci sont évidemment égales. Donc, les
deux cercles de Mohr représentant les deux états Fig. 39.
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S’il n’est pas possible de trouver une solution de
discontinuité qui vérifie la condition (3.21), la seule
solution possible est celle dun équilibre homogene
couvrant tout le coin AOB.

Par définition, on qualifie la ligne OR de « ligne de
discontinuité de 2¢ espéce ».

3.3. Applications
Premiére application :

Considérons le cas (fig. 40) ol :

w
Q=—2

0&12062:0

BENERE

it
it
— ]
R
q2—u—
>
-

Fig. 40. -

11 en résulte :
Y1=Y,=0
1—sino , (™ [
1 +sine aitg ( 4 7) (3.22)
Cest un résultat utile pour Pétude des murs de
souténement.

3=0

d2 = q;

Deuxieme application :

L’exemple suivant intéresse les fondations super-
ficielles (fig. 41).

Q== 0612062:0
Y1:Y2=0 25:’E
94
9, 9

Fig. 41.

On trouve :

, (T 4
& = ¢ 82 (T — =) e (3.23)

Troisiéme application :

Dans le cas ol le massif est cohérent, les expressions
précédentes deviennent respectivement

¢

R T

g, + H= (q; + H) tgz (T — —5“) (3.24)
Y1

¢, + H = (q; + H) tg? (T — %) e~ Tiee (3.25)

Ce résultat peut étre obtenu directement par appli-
cation du théoréme des états correspondants.

Divers exemples sont traités dans les ouvrages
indiqués dans la bibliographie sous références [6] et

[7].

4. Milieux purement cohérents

4.1. Considérations générales

L¢tude des milieux purement cohérents (C# 0,
© = 0) est importante en mécanique des sols. Clest
notamment le cas des sols argileux parfaitement saturés.

Le milieu est en état d’équilibre limite si, en tout
point, les contraintes principales o, et o, sont reliées
entre elles par le critere de Coulomb (fig. 42)

60y = 2C (4.1

At

Fig. 42.

79

Généralement, on rapporte ’étude & un systéme de
référence (O x;x,) ol 'axe O x; est dirigé suivant la
verticale. Les lignes caractéristiques I'; et I', constituent
deux familles de courbes orthogonales admettant les
directions de o, et ¢, comme bissectrices (fig. 43).

La répartition des contraintes dans le milieu est
bien définie si 'on connait en tout point I de celui-ci
I'abscisse du centre du cercle de Mohr et l’angle 6
que fait o; avec l'axe O x;.

X2

Fig. 43.
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4.2. Equations de Hencky

Les équations de Kotter se réduisent, dans le cas
d’'un milieu purement cohérent, aux équations de
Hencky.

Considérons un milieu cohérent (fig. 44). On a :

Atgo=MH+Ntge=C+1tge (4.2)
At

/

—_——

T
1
-3

1.1

Fig. 44.

Dans le cas d’un milieu purement cohérent, Ies
expressions précédentes tendent vers les valeurs :

=0 H— o0 (4.3)
Atge =C 4.4
En conséquence, les équations (2.26) de Kotter

A
d (—I-*Log—k—iﬂ)=

ds; \2tgo ‘
1 di de V;
== —_ + = z
iige ds, ~ds,  2hge )
deviennent :
dn s
"&S—i +2C s, = V; (4.6)

On retrouve ainsi les équations (2.30) et (2.31).

— -

Généralement, V est la résultante de la pesanteur v
4

et de la pression due & un gradient hydraulique i

éventuel.
V=y+7,i 4.7

(v,: poids spécifique de Peau).

Fig. 45.

e
En exprimant que V dérive d’une fonction de force
W, on peut écrire :

oW
B, =V, (4.8)
L’équation (4.6) devient alors :
dn de dw
& F2C =y (4.9)

En résumé, on a le long d'une méme lc. :
* de la premiére famille T :

N+2C6—W =Ct (4.10)
* de la deuxiéme famille T, :
N—2CH—W =t “4.11)

Les relations (4.10) et (4.11) portent le nom d¢qua-
tions de Hencky.

—
Dans le cas ot V se réduit au poids propre du
massif, on a évidemment :

W = vx, + Cte (4.12)

4.3. Poussée sur une paroi

Considérons (fig. 45) un sol purement cohérent déli-
mité par une surface horizontale OH et la paroi OP.
Le long de OH s’exerce une surcharge uniforme g
d’inclinaison «;. Le sol étant en équilibre limite, on
se propose de déterminer la poussée ¢, agissant sur
OP et dont linclinaison: est o,.

Soit A; A, une ligne de glissement appartenant & la
deuxiéme famille, le long de laquelle I’équation de
Hencky s’écrit :

n—2CH—yx, = Cte (4.13)

Au point A, sur OH, on a (fig. 46) :

Ny = gy cos & — C cos 2 w;
0 =u

f, = gysino; = Csin 2 o, (4.14)
xl = O

On voit que 7, et 6, peuvent étre déterminés en
fonction de g; et de «; ou f,.

Au point A, sur OP, on a aussi (fig. 47) :

N, = @y c0s & — Ccos 2 v,
(R = POH) (4.15)
t, = qysina, = Csin 2 v,

92: wz—Q




4t
/'q1
’ {t
;
2WiA | .
0 62 Ny 61 n
T4 —
Fig. 46.
4t I
4 —
92 77w,
Qafite >
0 Gz nz

Fig. 47.

Ecrivons que lexpression (4.13) prend la méme
valeur en A, et A,. On trouve, compte tenu des
relations précédentes :

g cos o, —Ccos20;,—2Cuw =
= ¢, cos &, — C cos 2 0, —
— 2 C (0, — Q) — 1x;
olt x; est P’abscisse du point A,.

(4.16)

Cette équation permet d’avoir la valeur de la poussée
g, en s’imposant une certaine donnée le long de la
paroi. Ainsi, en prenant o, constant, on trouverait une
solution pour laquelle l'extrémité de g, décrirait la
droite OI (fig. 47). Cependant, cette solution n’est
admissible que sur une certaine hauteur de la paroi
pour laquelle :

C

< = — .
%< Ol sin 2,

(4.17)

Par contre, il nous parait plus normal de s’imposer
une valeur constante de la composante tangentielle ¢,
tout le long de la paroi :

—C=st=q,sin &, < C (4.18)

Comme nous le verrons & la fin de ce paragraphe,

ceci revient a admettre une inclinaison constante des
lignes de glissement au contact avec la paroi.

La variation de la composante normale n, de g, peut
étre alors tirée de 'équation (4.16) :
M, = {, COS &) = ¢; CO8 &; —
— C(cos 2 w; — cos 2 w,) —
—2C (0, —w, + ) + 1x (4.19)
On voit que n, varie linéairement en fonction de la
profondeur x;. Dans le cas olt le chargement ¢, est
normal (o; = w, = O), P'expression précédente devient :
n, = q;— C (1 —cos 2 w,) —

—2C(—w, + D)+ rx (4.20)

81

SOLS ET FONDATIONS 185

Elle s’annule pour :

C
(x1)0‘: - |
t-qé— —1 +cos2w2+2(wz—Q)J 4.21)

L’équation (4.20) peut s’écrire aussi :
1y =¥ [% — (X1)o] (4.22)
Le tableau I donne la variation de la quantité :
A =cos2w, + 2w, (4.23)
en fonction de la quantité sans dimension T (fig. 48) :

2
—1<T= %: sin2w, =sin2¢ <1 (4.24)
&t
T
9, !
\\\2[3:
X2 2(.') ﬁ\zwz »
0 / n
Fig. 48.
ol :
T T
_7§2¢:n—2w2<~—2— (4.25)
TABLEAU I
T A T A
— 1.0 —4.71 0 -—2.14
—0.9 — 3.83 0.1 —2.05
— 0.8 — 3.47 0.2 —1.96
—0.7 —3.20 0.3 -~ 1.88
—0.6 —2.99 0.4 - 1.81
—05 —2.80 0.5 —1.75
— 04 — 2.64 0.6 - 1.70
—0.3 —2.49 0.7 — 1.65
—0.2 —2.36 0.8 —1.61
—0.1 —2.25 0.9 —1.59
—0 —2.14 1.0 — 1.57

Dans la pratique, pour les cas olt la valeur de (x;),
est positive, la poussée sur la paroi n’est estimée qu’a
partir de la profondeur (x,),, c’est-a-dire en ne prenant
que les valeurs de n, = O.

Reprenons la relation :

t,=Csin2w, = Ccos2 8 (2{3 = ZwZ—%)
ot B est angle que fait la ligne de glissement avec la
paroi.

Si Pon s’impose ¢, constante, il en résulte que les
lignes de glissement rencontrent la paroi sous un
angle § constant.
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Fig. 49.

4.4. Butée

Si le sol travaille & la butée (fig. 49), un calcul iden-
tique au précédent donne une expression similaire a
Péquation (4.16) et qui sécrit :

gicosd— Ccos2w —2Cw —yx =
= ¢, c0s %, — Ccos 2w, —
—2C(w,— Q) (4.26)

ol1 g; est la butée du sol en un point de profondeur
x; et ¢, est la surcharge uniforme agissant sur la
surface horizontale OH. Les angles &;, 2,, w; et w, ont
la méme signification que précédemment.

Si I'on impose une valeur constante 4 la composante
tangentielle #, le long de la paroi, l'expression (4.26)
montre que la composante normale n;, de la butée
varie linéairement en fonction de x,. Notamment, si
la surcharge g, est normale (%, = 0,2 w, = ™), on tire
de 1’6quation (4.26) :

ny = g cos% =
=¢+C[1+2Q—m 4

+ cos 20y + 2 0] + vx; 4.27)
Cette équation peut s’écrire aussi sous la forme :
ny =Y [x + (X1l (4.28)
ol :
(x)p = —"{_ i
: [—qéz- +14+2Q 7 +cos2w + 2w1J (4.29)

Dans le cas olt ¢, et g, sont normales
(‘OC‘ =0, = 0 = O, 20)2:7'5)’
on obtient des équations (4.19) et (4.27) les expressions
bien connues :

* pour la poussée :

™
g =¢—2C (1“"9_”_2‘) + 1%

4.30
* pour la butée : *30

T
CI1=‘]2+2C(1+9’——2') + X

4.5. Fondations superficielles
Si dans l’équation (4.16), on prend :
qzzo’ 0(2:O~>2(,l)2:1'5,
Q = TC ~> x1 = O

on trouve alors la charge de rupture g, d’inclinaison
o, pour une fondation superficielle :

C
qlzm[c052w1+2wl+l+n] =

in2w
—c 220 43
sin o,

20)1,\’

O
R

-
JpFp—-———--
Y

Cette double relation permet d’avoir w; et ¢;. Si
o, = w; = O, on retrouve I’équation bien connue

g =2+ mC (4.32)
L’équation (4.32) peut &tre obtenue aussi en posant
dans I’équation (4.27)
Q= g, = X; = (@]

Le tableau II donne, en fonction de 2w, variant
1

.. ' T
entre les limites [--2— 2w < TJ les valeurs
de :
* la quantité sans dimension T :

t
T = —é—- = sin 2 (4.33)
* llinclinaison «; de la charge ¢; donnée en degrés :

sin 2 o,
cos2w, + 2w, + 1+ =
* le paramétre sans dimension Q proportionnel a la

charge de poinconnement ¢, :
sin 2 @
sin o,

tgaoy = (4.34)

(4.35)

Dans le cas oit 'on a une fondation semi-enterrée
a une profondeur D (fig. 50), le poids des terres de
part et d’autre de celleci peut étre assimilé & une
surcharge g, de valeur :

¢ =7D
avec, comme on le verra dans les applications :
T
— 7 <a, <0

En conséquence, I’équation (4.26) est & remplacer
par :

C yD
qlzm— -—C-+COSZ(.01—I-2(L)1+1+TE (4.36)
’I
1061
/I
94 i
Eo o oy / / RO
o, Wi
Fig. 50.
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TABLEAU 11

2w,

—90
— 85
— 80
— 175
— 70
— 65
— 60
— 55
— 50
— 45
— 40
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— 30
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4.6. Equilibre d’un talus

On considére le cas général (fig. 51) ol le profil OB

est soumis a4 une pression d’eau :
q = 1x
(y = poids spécifique de P’eau).

SHITNE =,
NN e —=

he

Fig. 51.

A Tlintérieur du massif régne une pression intersti-
tielle u. En un point du massif, les contraintes totales
o, s’obtiennent en additionnant les contraintes inter-
granulaires ou de contact ¢, et la pression intersticielle
u

o, =0 +u (4.37)

Or, la condition de I’équilibre limite de Coulomb
(4.1) est exprimée en fonction des contraintes inter-
granulaires ¢, et non de o;. Pour un milieu purement
cohérent, ceci n’est pas nécessaire grice au fait que
la condition de Coulomb n’est pas modifiée par
P’addition de la pression interstitielle w.

Elle peut étre exprimée pareillement en fonction
des contraintes totales ou intergranulaires :

1 , , 1
t=c:_{[“1“52]:7[51_02] (4.38)

Ceci se traduit dans le plan de Mohr par un dépla-
cement du cercle de la quantité (fig. 52) :

II'=u.

.
Lgd

13@1’ 6/ 1
}4—-_—"1'————4

Ce déplacement conserve toujours la tangence du
cercle de Mohr avec les deux droites intrinséques.

Dans la suite de l'exposé on prend en considération
les contraintes totales C,.

Le profil limite qu'on peut donner au talus est
défini & partir de 1’équation (4.20) :

1
B = X [Wyg—gq +p—2C]

Fig. 52.
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N

ol :
Wap = 0%

(o : poids spécifique du sol saturé).
q = 1¥

d’ott 'on tire Déquation différentielle du profil

dx, . —1x+p—2C
dx, —8f=te X (4.39)
Par intégration on trouve :
. 2C
T e—x
—_ —2C
Log cos £ x‘;é p 4 Ce (4.40)

C’est I’équation du profil limite du talus OB. On
voit qu’il tend asymptotiquement vers la doite x; = A,
donnée par :

1 i
5 e—1x +p—2Cl = - (441)
La hauteur critique qu’on peut atteindre est donc :
1
he = pp— [2 + m) C—p] (4.42)

On voit que la pression g de l'eau joue le rdle de
stabilisateur. En labsence de l'eau ’équation (4.40)
du profil limite devient :

_ 2C
Xq = — —p—
Log cos —px—lt,f—c:-z—g— + Cte (4.43)
et la hauteur critique est réduite a :
h. = -—15 [2+m™C—p] (4.44)

Pour que la hauteur critique h, soit nulle, il faut
qu'on ait :
p=2+mC.
C’est bien la formule (4.32) déja rencontrée dans
I’étude des fondations superficielles pour g = 0.

Si p> (2 + m) C, la hauteur critique devient néga-
tive (h.<0) et langle B & lorigine prend la valeur
(fig. 53) :

1 T
BOZZ—C(P—ZC)>—2“

¥

Fig. 53.

4.7. Applications

4.71. Poussée sur un mur de souténement

.

Le sol horizontal OH est soumis & une charge
verticale ¢; uniformément répartie. On désire déter-

Fig. 54.

miner la poussée g, agissant normalement sur la paroi
OP (ig. 54).
La poussée sur OP étant normale, il en résulte :
o, =0 20, =T
d’oti, de Péquation (4.21) :

o :
(r)y = — —— [—%—1—1—14—2(0)2——9)" -
1
=T[—q1+2C(1+B)]

1 T
B:Q-—T :POxl.

L’équation (4.22) donne la valeur de la poussée ¢, :
G =my =1 [x— (X1)]

Au point A, d’abscisse (x;)y, la poussée est nulle
(fig. 55). Sur la partie OA, la valeur de n, est négative.
Ceci n’est pas possible physiquement. Il en résulte
qu’on peut considérer que le diagramme des poussées
s’étend sur AP uniquement (1, > O).

Fig. 55.

On peut tirer aussi de ce qui précéde la conclusion
intéressante suivante :

Sur OA, le mur de souténement n’est pas sollicité.
L’expression de (x;), permet d’avoir la hauteur du
talus qu’on peut admettre, a priori, sans aucune risque.
Ainsi, en prenant (fig. 56) :

™

g, =0 =5 B=0
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Fig. 56.

on trouve comme hauteur admissible H; la valeur :
2¢

e

En utilisant la méthode des cercles de glissement,
on voit que la hauteur critique H, & ne pas dépasser

pour avoir un coefficient de sécurité égal & l'unité est
de

(¢ = Hy =

_384C
A ¢
En prenant Hy, le coefficient de sécurité dont on
dispose est alors :

H,
g, = 192

ce qui est acceptable.

L =

4.72. Fondations superficielles

Quelle est la valeur de la charge de poinconnement
q, d'une fondation superficielle OO’ sachant que la
valeur de sa composante tangentielle est #; = 0.5C
(fig. 57).

La fondation OO’ étant de longueur finie, il y a lieu
de considérer les deux cas suivants :

Le premier suppose que le poingonnement s’effectue
du cb6té OP. On a alors (%, > O)

% j’
|
P =4
Fig. 57.
_ b
T= c = 0.5.
Le tableau II donne alors :
Q = 5.55 a, = 5017

d’ott :
g, =CQ=55¢C
et
ny = g, cos oy # 5.55 C.

Par contre, si Pon considére que le poingonnement
a lieu du c6té O'P’, on trouve (avec «; < O) :

_h
=7 = 0.5.
On tire du tableau II :
Q = 451 %, = — 6°.36
d’ot
g, = 451C

n; = qycos o = 451 C,

On voit que le poinconnement se produit obligatoi-
rement du cdté O'P’ et la valeur de la charge de
poinconnement est de 4.51 C.

Drailleurs, en général, le poinconnement s’effectue
du c6té correspondant & «; négatif.

5. Analyse générale des lignes caracteéristiques

5.1. Préliminaire

Les deux familles de lc. constituent un réseau de

courbes se coupant sous un angle constant
5 w
W= 2 - ¢

La connaissance de ce réseau permet d’avoir le champ
de contraintes dans le massif. En effet, en chaque point
(fig. 58) :

* Pangle 6 donne la direction de contrainte prin-

cipale oy ;

X,

85

* le parameétre A (ou & et &) est obtenu 2 partir
des conditions sur le contour et par intégration des
équations de Kotter le long des lignes caracté-
ristiques.

L’analyse de 1’équilibre limite du massif peut donc
passer par l'examen du réseau de l.c.

5.2. Expression de la courbure le long
d’une ligne caractéristique

Considérons deux lc. (I, et I)) de la deuxitme
famille infiniment rapprochées (fig. 59).
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Elles interceptent le segment AB d’une ligne T de
la premitre famille. D’aprés la définition méme de
P’angle 8, on a :

do = 0, —6, (5.1)
La courbure de 1’arc AB = ds, infiniment petit est :
1 de
ilw = ZSI (5.2)
Or, du triangle infinitésimal IAB, on peut écrire :
AB 1A P
Ri=36 ~Sm2r ~ Cose 5:3)

5.3. Analyse de la ligne limite ou
de discontinuité de premiére espéce

Reprenons le paragraphe (2.6) et supposons que sur
la courbe T, le dénominateur seul est nul dans l'une
des équations (2.33). Soit, par exemple :

dx, —tg (0 — 1)y dx, =0 (5.4)
a, dx; — d§, # 0 (5.5)

Par conséquent, la courbe T' (fig. 60) est tangente en
chacun de ses points & une lc. I',. Elle constitue donc
une enveloppe pour la famille des T,

$z+

Fig. 60,

Placons-nous en P sur T' et menons la tangente Px;
(fig. 60). Dans le repére (x;, xp), on aen P :
6 = dx; = 0 (5.6)

Du systeme d’équations (2.33), on constate qu’au
point P, I’expression suivante a une valeur finie :

95 1 2 30

9x, 2XAtgo  8x, + 8x, 6.7
Par contre, ’expression ci-apres tend vers l'infini:

9L, 1 A 26

ax, | 2hige  ox,  oxn (5-8)

La comparaison des expressions (5.7) et (5.8) montre
que l'on a simultanément :

2

a—x2 —> (5.9
200

a—; — & (5.10)

L’expression (5.9) indique que le champ de contrain-
tes subit une discontinuité quand on traverse la courbe

L’expression (5.10) montre que les Lc. I'; aboutissant
a la courbe T' admettent sur celle-ci un point de
rebroussement. En effet, on a :

86

dx,
ds;

1 do 88

dxy o6
Rl - dSl 8x1 +

dsy 8x,

— o0

(5.11)

5.31. En résumé
* Une telle courbe T' est ’enveloppe des lc. de la
deuxiéme famille T,
dx,—tg (8 —w)dx; =0 (5.12)
et un lieu de points de rebroussement pour la
premiére famille T;.

R =0 (5.13)
* Le long de T, 1’équation de Kotter n’est pas

vérifiée :
dg, #* a, dx, (5.14)

* Cette courbe T est dite « ligne limite ou de discon-
tinuité de premilre espéce ».

5.32. Interprétation géométrique

Soient deux lc. T, et T, tangentes en deux points
voisins (A et P) a lenveloppe I' (fig. 61). Dans le
triangle infinitésimal IAB, olt TA et IB sont respec-
tivement tangentes & I, et Ty, on a :

IA

(5.15)

Fig. 61.

Quand le point P se rapproche indéfiniment de A,
Pexpression ci-dessus montre que le rayon de cour-
bure R; de Ty en A est nul. Donc c’est un point de
rebroussement (voir paragraphe 5.57 ci-aprés).

5.4. Utilisation de coordonnées curvilignes

Ramenons ’étude de ce réseau & un systéme adéquat
de coordonnées curvilignes :

uy = uy (x5, x;) = C*sur une ligne T, (
U, = u, (%3, x,) = Cte sur une ligne I, S (5.16)
Inversement, on a :
Xy = xqy (U, uy) ?
5.17
X, = Xy (Uy, Uy) g ( )
Le long d’une ligne Ty (u, = Ct*), on a :
oxy Sx,
dxl = —azl— dul dx2 = a—ul dul
5.18
dxz—t(6+ ) = 0x, [ 8x, ( )
dx, — & W= auy | duy
sl 8x
dE, = ﬁ du; = a; dx; = a, Eﬁf— du,
88  ox;
ou o, a 31, (5.19)




Suivant T,, on a de méme :

0xy 8x;
= tg (0 —p) -
Suz tg ( ‘L) auZ
(5.20)
3, _ a 0%y
u, T ou ‘

Au voisinage d’un point M (x;, x;) quelconque du
milieu, on a les transformations suivantes :

_ox 3xy
dx; = B, duy + u, du,
5 5 (5.21)
= X %
dx, = a1, duy + a4, du,

Ceci n’est possible que si le déterminant fonctionnel
D est différent de zéro :

Xy Xy
aul 8”2
oA /. A Y £0 (522
8 (uy, w) 3x,  Ox
8u1 aLQ

Compte tenu des équations (5.18) et (5.20), on
trouve :

D= 8x1 8X2 - @xl axZ
1A du, du,  duy
8 9 . ] @xl . axl
= [tg (0 4+ 1) —tg (8 —1p) S o
cos ¢ Ox; oxy
= — # 0 5.23
cos (6 4+ p) cos (6 — 1) By ou, ( )
Rappelons aussi la relation :
8 (xy, Xp) 0 (1, 1)
. =1 (5.24)
O (U, up) 3 (xy, x9)

Si D=0, le point M (x;,x;) est alors singulier.
(5.25)

5.41. L’enveloppe E d’une famille de lignes
caractéristiques est un liew de points
singuliers pour la deuxiéme famille

Reprenons les équations paramétriques (5.17)
xp = %y (U, ty)
X, = X, (uy, Up)

Le long d'une I'; de la premiére famille (1, = C*),
on a :

0%, _ o

dx, = 3, du, dx, = au, du, (5.26)
Toute relation

Uy = Uy (1) (5.27)

définit une courbe E le long de laquelle on a :

[ o O0xy  du, )

dx; = (8L11 - ou,  duy duty
5 5 p (5.28)

_ X2 X 2}

dx, = ( Bu, + du,  dx ) duy

Déterminons la fonction u, (u;) pour que E soit
I'enveloppe E; de la famille T';. Pour cela, exprimons
que E, est tangente en chacun de ses points & une
courbe I,

Des équations (5.26) et (5.28), on a alors :
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dx, Bx; [ Ox,
dx; — duy | By
[ 8x; Bx;  du, ) Bx, Bx, du,
a (aul + du,  du, au, + u,  duy,
d’ott :
Bx, 8x, dx, 0x, \ du,
(aul du, By duy | duy (5.29)

La fonction recherchée u, (1) doit donc vérifier la
relation :
D= Ox; Ox,  ox 3x;,
TR du, ou, du,
Cette relation exprime aussi que E; est un lieu de
points singuliers, équation (5.23).

=0

(5.30)

Du fait de la symétrie en u; et u, dans les équations
(5.17) et (5.30), on peut dire :

* Les enveloppes E, et E, des deux familles de
Le. (Iy et I')) sont définies par le méme systeme
d’équations :

X = xy (uy, Uy) 2
Xy = X (Uy, Up) (5.31)
D=0 >

* Bien que les deux enveloppes E, et E, soient
définies par les mémes équations (5.31), elles
constituent deux courbes distinctes. Chacune d’elles
est aussi un lieu de points de rebroussement pour
la deuxiéme famille.

Ainsi, sur la figure 62, E, est l'enveloppe de la
famille I, et elle est un lieu des points de rebrous-
sement pour la famille T.

Fig. 62.

5.42. Point singulier
Supposons qu’en un point M (x, x,), on a (équation
5.25) :

D=0 (5.32)

Ce point est dit alors «singulier » et il peut lui
correspondre, dans le plan (i, u,), deux points distincts
M’ et M” (fig. 63).

A

2 Us

X
<

Fig. 63.
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Dans divers problémes de mécanique des sols, on se
trouve en présence d'un tel cas. En effet, un massif
en équilibre limite peut comporter sur son contour des
zones d’équilibre différentes séparées par des points
singuliers.

Soit 0 un point qui sépare deux zones du contour
I' olt Pon a sur OA un équilibre inférieur et sur OB
un équilibre supérieur (fig. 64). Le point 0 est alors
un point de discontinuité. Un pareil cas se présente
par exemple :

Fig. 64.

e dans 1’étude des fondations superficielles ott I'on
a deux points de discontinuité 0, et 0, (fig. 65) ;

q

r 0y 0,7

Fig. 65.

* dans 1’étude des murs de souténement oli le sommet
0 est un point de discontinuité (fig. 66).

A

Fig. 66.

Prenons une ligne caractéristique A;B,; infiniment
voisine du point de discontinuité 0, et tracons les deux
lignes caractéristiques A;C et B;D de la deuxiéme
famille (fig. 67). Elles coupent AB sous un angle de
2

- A, C correspond a I’état d’équilibre régnant sur

OA ;
- B, D correspond a 1'état d’équilibre régnant sur
OB.

0
AN\ B,

88

Le point de discontinuité 0 étant isolé par la carac-
téristique A, B,, on voit que dans son voisinage régnent
trois zones déquilibre limite différentes : I, II et
I11. La zone intermédiaire II raccorde les deux zones
extrémes I et 11II.

D’aprés les propriété précitées des lignes carac-
téristiques lors de I"étude du probleme de Cauchy, on
peut dire que la connaissance de g sur OA et de la
direction de p sur OB détermine entiérement le
probléme.

L’effet du poids propre du triangle OA;B, étant
négligeable par rapport aux charges p, et g, agissant
en 0, on peut dire que I’état d’équilibre au voisinage
de O est similaire & celui rencontré dans 1’étude des
milieux non pesants.

La recherche d’une solution pratique dans le voisi-
nage d’'un point singulier peut étre obtenue par inté-
gration numérique des équations de Kétter :

* Sur OA, on connait A et 8. Il s’agit d’'un simple
probléme de Cauchy et Pon peut établir la solution
dans la zone I et déterminer la l.c. A, C.

* La zone II est délimitée par les deux lc. A,C
et A;B;. Sur cette derniére, on a :

X =x%=20
dh+2xtge.de =0

On connait A et 6 en A, et la valeur de 6 en B,.
L’équation de Kotter réduite (5.33) permet d’avoir
la variation de A en fonction de 8 sur A, B,.

Ces deux l.c. définissent parfaitement le pro-
bléme dans la zone II ainsi que sa frontiére B, D
qui est une lc. de la deuxieme famille (voir
paragraphe 2.72).

* Dans la zone III, la connaissance de B;D et de
la valeur de 6 sur A B suffisent pour la résolution
du probléme et pour avoir, en particulier, la
répartition de la charge p correspondant & I'état
d’équilibre limite du massif (voir paragraphe 2.72).

(5.33)

Dans le plan (uy, u,), le schéma de la figure 67
devient la figure 68 olt AB et A;B, sont des lc.
appartenant a la deuxiéme famille T,. Le long de A By,
on a :

x1:x2:0 |

Ox dx
dx; = —* duy + —L du, = 0
YT o TV By, TP (5.34)

ox ox.
dx, = —éai‘ du; + a—u-j—'duz =0

v <

Fig. 68.

Etant donné que du, = 0 et du, # 0, il en résulte :
O0x;  Oxy

o, ) =0 (5.35)




8 (%1, X5)
D= —"—* =
0 (u1, )
Le point 0 du plan (x;, x,) est bien un point sin-
gulier. Il lui correspond les deux points distincts (A,
et B)) dans le plan (uy, u,).

0 (5.36)

Remarques

» L’étude précitée suppose que A # 0 en A;. Autre-
ment, équation (5.33) est indéterminée et il y
a lieu d’avoir recours & d’autres approches pour le
traitement du probléme.
¢ Pour quil y ait une solution, il faut que le
contour OB soit situé hors de la zone II. Dans un
tel cas, on peut avoir une solution statiquement
admissible en prévoyant une ligne de discontinuité
(voir paragraphe 2.12).
5.5. Milieux non pesants et milieux purement
cohérents

Les équations (2.27), (4.10) et (4.11) peuvent se
mettre sous la méme forme:

b+ 0 =h(u) =Cesur I

{
¢ (5.37
O —8 = h, (1) = Cesur I, ) (537
ot 'on a :
* pour un milieu non pesant :
1 A
4) = m— LOg ? (5.38)
* pour un milieu purement cohérent :
n—W
b= —5¢c (5.39)

Les l.c. relatives a de tels milieux jouissent d’un
certain nombre de propriétés communes qu’on examine
successivement compte tenu des fonctions A (u,) et
h, (1y).

5.51. Premier cas : les deux fonctions h; (u;)
et h, (u;) sont quelconques

C’est le cas général.
Par application des relations (5.37), on a (fig. 69) :
G+ 80c=0+0) Z

& —0)p = (¢ —8),

@+ 6, =U+0);s

5.40
G —8), = (b —0) 540

Fig. 69.
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ou :
@ +0),+ b—0);=
@ +0)p+W—0)p
G—0), + @+ 0 = 64D
$—8c+ @+ o),
d'ott :
q)A—q)D:ZQB_eA_aD:
=—26;+ 6, + 6, (5.42)

On en tire finalement la relation suivante due 2
Hencky :

B=10;—0,=06,—6. (5.43)
Des équations (5.37), on peut écrire aussi :
@+ 0~ —8; =
&+ 8)p— (b —0)p
5.44
@ + 8 — (b —6), = G449
@+ 0)p— (b —06)
d’otr :
Op—8p=2¢dg—d, —dp =
=—20c+ 9, + b, (4.45)
On obtient cette deuxiéme relation
by —d, = dp— ¢ (5.46)

5.52. Deuxiéme cas :

une seule des deux fonctions
h; est constante

Supposons que Ay (u;) soit constante dans tout le
massif. On a alors en tout point de celuici :

b+ 6= Ct (5.47)
Or, le long d’une lc. T, donnée, on a :
¢ —0 = h, (u) = C= sur T, (5.48)

En comparant les équations (5.47) et (5.48), on
déduit que 6 reste constant tout le long de cette
ligne T, dont ’équation est :

dx,
dx,

C’est donc une droite.

= tg (8 —p) = Cte (5.49)

En conséquence, les lignes I, constituent une famille
de droites dont I’équation générale, dépendant du
paramétre 8, est de la forme :

Xy = x tg (B— 1) + k() (5.50)
Pour avoir I'enveloppe E de cette famille de droites,

dérivons I’équation (5.50) par rapport au paramstre 6.
On obtient :

= T K ® (5.51)
d’ou :
x, = —k (8) .cos? (6 —p) (5.52)

En portant cette valeur dans 1’équation (5.50), on
trouve :

1 .
Xp=— o K (9)sin2(0—p) + k(0) (5.53)
Les expressions (5.52) et (5.53) constituent les équa-
tions paramétriques de l’enveloppe E (fig. 70).

Considérons deux droites (I';, I';) infiniment rappro-
chées et interceptant deux lignes quelconques I'; et I’/
de la premiere famille. On a :

CC' = rd6

/
B C dr .
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r=AB

C'B=dr

"
Fig. 70. r’l

d’otr :
roe==r,edte
On voit que deux lc. Iy, I')) interceptent des seg-

ments AB de la deuxiéme famille I', dont la valeur
varie suivant une loi exponentielle.

(5.55)

Si ¢ = 0 (milieu purement cohérent), on a :
r=r,=Ct
(5.56)

2

Les segments rectilignes interceptés AB ont alors
tous la méme longueur et 'enveloppe E est la déve-
loppée de T,

Si I'enveloppe E se réduit & un point, on a ’éventail
de Prandt (fig. 71); il est constitué par des spirales
logarithmiques I'; et par des rayons vecteurs I, Si
¢ = 0, les spirales I'| deviennent des cercles (fig. 72).

1]

[
7 2
[ /1—)

1 1

2p =

Fig. 71.

r
( ig% > M
Fig. 72.

Calculons le rayon de courbure R; en un point A
de I';. On a [voir (5.3)] :
P
cos @

Si I'on considére la l.c. I',” située au voisinage de I
et rencontrant 'enveloppe E en D7, on a alors (fig. 70) :

e (5.58)

R, = cose

C’est donc un point de rebroussement. Il en résulte
que l’enveloppe E des lc. T, est un lieu de points de
rebroussement des l.c. T.

1=

(5.57)
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5.53. Troisieme cas : les deux fonctions h;
sont des constantes

Des équations (5.37) on voit immédiatement que ¢
et 6 sont constants dans tout le massif et que les lignes
caractéristiques constituent deux familles de droites
paralleles Iy et T, qui se coupent sous un angle
constant de 2 (fig. 73). L’état d’équilibre corres-
pondant est dit homogene.

M2

Fig. 73.

5.54. Quatrieme cas : une des deux fonctions h;
est constante dans une partie du massif

Supposons qu’a intérieur du contour I' la fonction
hy (u;) soit constante (fig. 74). Tous les résultats établis
dans le deuxidme cas ci-dessus restent valables a
Pintérieur de T

//
N A r B I
I w /R
r

Fig. 74.

En particulier, nous avons :
* les l.c. I, sont des droites ;
* la longueur du segment AB varie suivant une loi
exponentielle (équation 5.55) :
r=r,edtee (5.59)
* la courbure en A de Iy a pour valeur (équation
(5.57) :
1 cos @
*RT =i (5.60)
Etablissons les propriétés complémentaires suivantes :
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5.55. Propriétés complémentaires

5.551. Si un segment quelconque AB d’une l.c. de la
famille T est une droite, tous les segments CD des li-
gnes de cette méme famille compris entre les deux mémes
le. (T, et T)) de la deuxi®me famille sont aussi des
droites (fig. 75).

A
Fig. 75. E

En effet : sur le segment rectiligne AB de Iy, les
parameétres ¢ et 8 sont constants

b, = by 8, = 0y (5.61)

Le long des lignes caractéristiques I', et I, on a
respectivement :

$y—0, = bc—0¢ ? ~

bg—bp = bp—0p = P — 6 g .62
Sur CD de T}, on a aussi :

bp + 8y = P + 8¢ (5.63)

En comparant les deux derniéres relations, on
constate que

0p = 8¢ Yy = & (5.64)

Ce résultat est valable pour tout point intermédiaire
D’ situé sur CD. Par conséquent, les paramétres ¢ et 0
sont constants sur CD.

Donc CD est un segment de droite.

5.552. Deux équilibres se raccordant suivant une
l.c. rectiligne ne peuvent étre qu’homogenes ou semi-
homogenes.

Soient deux équilibres limites distincts régnant dans
les zones 1 et II et se raccordant entre eux le long
d’une droite caractéristique T, (fig. 76).

r
@©
@®

Fig. 76.

D’aprés le paragraphe 5.54, la lc. I') étant commune
aux deux équilibres, il en résulte que l'on ne peut
avoir en (I) et en (II) qu'un équilibre homogéne ou
semi-homogene.

5.56. Variation de la courbure d’une ligne
caractéristique

Reprenons le paragraphe 5.51. Supposons que AC
et BD appartiennent a deux lignes I, infiniment rap-
prochées et que la famille des lc. I'; admettent une
enveloppe E (fig. 77).

Fig. 77.

L’arc AB étant infiniment petit, on a de I’équation
(5.3) :

AB
R, = —B—

Au fur et & mesure que l'on se rapproche de lenve-
loppe E, la longueur de AB tend vers zéro, mais §
reste constant. Donc, le rayon de courbure R, devient
nul et on a un point de rebroussement de I, sur E.
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6. Superposition de différentes solutions d’équilibre limite

6.1. Préliminaire

Dans le cas général, l'intégration des équations de
Kotter ne peut se faire que par utilisation d’'un ordi-
nateur et par application de la méthode des différences
finies, par exemple. Pratiquement, il n’est pas possible
d’effectuer un tel calcul chaque fois qu'on a a étudier
un probléme particulier (fondation, mur de souté-
nement,...). C’est la raison pour laquelle on a été
amené a tourner cette difficulté en procédant a une
superposition de différentes solutions élémentaires
d’équilibre limite.

Il est bien évident gue cette maniére de procéder
n’est pas exacte sur le plan théorique. En effet, la
superposition n’est possible que dans le cas de I’élas-
ticité linéaire, ce qui n’est nullement le cas du probléme
qui nous préoccupe. La question consiste & savoir de
quel coté de la sécurité se situe la solution approchée
ainsi obtenue.

6.2. Examen général du probleme

Considérons (fig. 78) un corps en état d’équilibre
limite sous Paction d’un systéme de chargement S'.

=
Soit o, la contrainte principale majeure en un point P
de celui-ci. Elle représente la contrainte agissant sur

>
I’élément de surface ds de normale n dirigée suivant

5—'1" (fig.- 79). Dans le plan de Mohr, désignons par I’
le centre du cercle correspondant et par %’ son abscisse
(fig. 80).

Considérons un deuxiéme état de chargement s”
mettant le milieu aussi en état d’équilibre limite. I1

lui correspond une contrainte principale majeure "

Fig. 78.

au point P et une contrainte o” agissant sur ds. Soit
— ity
8 l'angle entre o et o;".
Supposons maintenant que le milieu soit soumis au -

systtme de chargement S = S’ + S”. La superposition

des deux répartitions de contraintes relatives aux
— —_—

chargements S’ et S” pris séparément donne une solu-

tion statiquement possible. Elle vérifie simultanément

toutes les équations d’équilibre au sein du milieu et

sur son contour.

A

'n I

Fig. 80.
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Examinons au point P ce probleme de superposition.
-
La valeur de la contrainte résultante ¢ agissant sur

ds est :
G=o/ +0 (6.5)
Or, on a:
o =01 +7
o = b_lz + 7
D’ol :
S=0I+ 7400 +7
=0l +7 (6.6)
o1 I désigne le centre du cercle de Mohr et r son
rayon :
Ol=0I'+01" ou 7n=n4+7" (67
_; = ?’ + 7’
Dou :
=02+ ¢")P+2rr'cos2b

[H+7P+ H+ 7)Y+
+2H+7)H+ ") cos286] sin?o
(6.8)

La distance R du centre I & la droite de Coulomb
est donnée par :

R=(Ol +H)singe = (n + H)sin¢
Trois cas peuvent se présenter :
a) En tout point du milieu : r < R.
Donc tous les cercles de Mohr sont situés a
Pintérieur des deux droites de Coulomb. La

superposition donne alors une solution approchée
située du c6té de la sécurité.

b) En tout point du miliew : r = R,
Les cercles de Mohr résultants sont alors tan-
gents aux deux droites de Coulomb. La superpo-
sition donne, dans ce cas, la solution exacte du
probléme.

c) En un ou plusieurs points du milieu : r = R.

En ces points le cercle de Mohr résultant

coupe les deux droites de Coulomb. La solution
obtenue par superposition est donc inadmissible.

(6.9)

En résumé, la condition nécessaire et suffisante
pour que la superposition donne une solution stati-
quement admissible est

r<R (6.10)
6.3. Cas des milieux pulvérulents
Pour un milieu pulvérulent, on a :
C=H=0 (6.11)

Les équations (6.4) et (6.5) donnent respectivement :
= [+ ") + 2% 1" cos 28] sin? ¢
R? = sin? @ = (0" + 1) sin’ @
d’olt :
RR—pr=2%7%(1—cos28)sin?¢ =0
On voit quen général :
R=r

Donc la superposition de deux solutions d’équilibre
limite, pour un milieu pulvérulent, donne une solution
surabondante située du cbté de la sécurité.

(6.12)

(6.13)

Dans le cas particulier olt 'on a en tout point
8 = 0, c’est-a-dire si les deux solutions admettent dans
tout le milieu la méme direction pour les contraintes
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principales, et en conséquence Jes mémes lignes de
glissement, il résulte alors de I’équation (6.13) :

R=r
Donc, la solution obtenue par superposition constitue,

dans ce cas, la solution exacte du milieu en état
d’équilibre limite.

6.4. Cas des milieux purement cohérents
Un milieu purement cohérent est caractérisé par le

fait que le rayon du cercle de Mohr du milieu en état
d’équilibre limite est égal & la cohésion (fig. 81).

4,
!
c 'R
Fig. 81.
On a donc :
R=r=¢r=¢C (6.14)

L’équation (6.8) donne alors
P2=2C2(1 4 cos20) =4 C2cos* 0

ou :
r=2Ccosb

La condition R = r pour que la superposition donne
une solution surabondante entraine :

C=2Ccost
Cette inégalité ne peut étre réalisée que si :

1
< —
cos @ 5

ou
™

3

En résumé, la superposition de deux solutions d’équi-
libre limite donne une solution surabondante, c’est-a-
dire du c6té de la sécurité, si celles-ci admettent en tout
point du milieu des directions principales faisant entre
elles un angle 6 vérifiant I'inégalité (6.15). En particu-
lier, si les deux solutions admettent les mémes lignes de
glissement (8 = 0), la superposition donne alors une
solution inadmissible.

[8]= (6.15)

Dans le cas particulier ol l'on a en tout point
Y
==, la superposition donne alors la solution exacte

du milieu en état d’équilibre limite.

6.5. Cas des milieux cohérents

Pour de tels milieux, la superposition ne peut donner
une solution admissible que si la condition R = r est
vérifiée en tout point du milieu. Comme on peut le
constater, une telle vérification n’est pas aisée a
effectuer pratiquement.

On peut contourner cette difficulté en ayant recours
4 T'un des deux théorémes donnés ci-apres.
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6.6. Théoreme des états correspondants
de Caquot

Daprés ce théoréme (voir paragraphe 1.4), on peut
faire correspondre & un milieu cohérent (¢, C) un
milieu pulvérulent (9) soumis sur son contour a une
pression hydrostatique H (fig. 82). Or, pour ce
« milieu pulvérulent correspondant», on peut super-
poser différentes solutions d’équilibre limite. La solu-
tion résultante est, d’aprds le paragraphe (6.3), certai-
nement surabondante et de ce fait du coté de la
séeurité.

Fig. 82.

6.7. Nouveau théoréme sur la superposition

Considérons le cas d’un milieu cohérent et reprenons
I’étude du paragraphe 6.2.

Sous l’action du premier systéme de charge _S)’, le
milieu cohérent est en état d’équilibre limite et I'on a:
rr=@H+7)sine (6.16)

Sous Paction du deuxiéme cas de charge S”, on

suppose que le milieu est dépourvu de cohésion et
en état d’équilibre limite. On a cette fois-ci :

v o= n"sinQ (6.17)
La superposition de ces deux solutions donne une
solution caractérisée par (fig. 83) :
e Le centre I du cercle de Mohr résultant :
Ol =7"+17" (6.18)

_ R
o \
— \
by $® - P T i
_ F 26 20
~ ™ n

Fig. 83.

Fig. 84.

* Le rayon r du cercle correspondant :
=+ H?+ 0"+
+ 2 + H)7n" cos 28] sin? ¢ (6.19)
Or,
R2= (7 4+ 7" + HEsin’¢ =
= [0 + H? 4+ (") +
+ 20 + H) 7"} sin’ ¢ (6.20)
La comparaison de ces deux derniéres expressions
montre bien qu’on a toujours :

r< R.

En conséquence, nous proposons le théoréme sui-
vant :

La superposition de deux solutions d’équilibre limite,
dont la premiére est relative au milieu réel cohérent
et la seconde concerne le milieu pulvérulent correspon-
pondant, donne une solution surabondante située du
coté de la séeurité.

En particulier, si l'on a en tout point du milieu
8 = 0, la superposition donne la solution exacte du
probléme (r = R).

Sur le plan pratique, on a souvent intérét & procéder
de la maniére suivante :

1) Trouver une premiére solution du probléme dans
I’hypothése d’un milieu cohérent non pesant et
soumnis aux charges réelles appliquées sur le
contour.

2) Trouver une deuxidme solution dans I’hypothése
d’un miliea pulvérulent soumis uniquement & son
poids propre. En ce sens, diverses tables numé-
riques existent déja pour les problémes courants
(fondations semi-enterrées, poussée et butée, ...).

La superposition de ces deux solutions donne une
solution approchée du milieu cohérent soumis simul-
tanément a l'ensemble de ses charges. Cette solution
est certainement du coté de la sécurité.

Examinons successivement les deux applications
suivantes :

» fondations semi-enterrées ;
* poussée des terres.

6.8. Fondations semi-enterrées

Considérons une fondation de largeur B ancrée d’une
profondeur 4 dans un sol cohérent. La solution exacte
de ce probléme nécessite, dans chaque cas particulier,
I'utilisation de l’ordinateur.

On assimile le poids des terres (vh) situées de part
et d’autre de la fondation a une surcharge uniformé-
ment répartie (s = vh). De méme, d’aprés le théoréme
des états correspondants, on assimile le sol cohérent
3 un milieu pulvérulent soumis sur toute I’étendue de
sa surface & une pression hydrostatique H. Les charges
en présence sont alors (fig. 84) :

SRR INNNANNeL
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+ le poids propre du milieu de densité v ;
*» les charges fictives :
g =q+H
g, =s + H.
Considérons les deux solutions partielles suivantes :
1) La charge de poingonnement g, d’une fonction

superficielle agissant sur un sol pulvérulent de
densité v, est donnée par la relation :

1
o= By N, 6.21)

ott N, est le terme de surface.

2) La charge de poingonnement ¢,” d’une fondation
agissant sur un sol pulvérulent non pesant,
compte tenu de la présence d’une surcharge g,
agissant de part et d’autre de celle-ci, est obtenue
& partir de la relation (3.23) :

q;" = bg,
oll b est un coefficient qui dépend de o.

Par superposition des deux cas précédents, on peut

écrire :
” 1
G=q' +q" =5 BYN+ bq, (6.22)

Remplacons ¢; et g, par leurs valeurs. On trouve
alors :

1
g+H=—5BYN +bth+H

d’ol :
1
_ é— ByN, + thN, +CN, (6.23)
ott 'on a posé :
N, =b N = 2L (6.24)
q c ’[gCP .

On retrouve ainsi Iexpression pratique utilisée pour
les fondations semi-enterrées. Celle-ci étant obtenue
par superposition de deux solutions d’équilibre limite
(q, = g/ + qi"), elle est donc approchée et elle est
du coté de la séeurité.

L’application du théoréme sur la superposition (para-
graphe 6.7) donne dans le cas des fondations semi-
enterrées le méme résultat que celui sur les états
correspondants.

6.9. Poussée des terres

Considérons (fig. 85) un mur de soutenement retenant
un remblai cohérent (v, ¢, C) et de pente §. On suppose
que la paroi OA du mur est lisse et verticale et que

44

L B
0 ]

(T, 9,€)

Q2

Fig. 85.
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le talus OB est soumis & une charge uniformément
répartie g;. On se propose de déterminer la poussée ¢,
agissant normalement sur OA.

La solution exacte du probléme ne peut étre obtenue
que par intégration des équations de Kotter sur
ordinateur. On peut obtenir une solution approchée
en procédant de diverses manitres. Examinons en
particulier les méthodes suivantes :

6.91. Premiére méthode : par superposition directe

On calcule séparément les pressions g, et g,” dues
respectivement au poids propre Y du milieu et a la
charge uniformément répartie g,. La superposition de
ces deux solutions partielles donne :

=9+ (6.25)

A priori, cette solution est inacceptable si elle n’est
pas justifiée. En effet, le milieu étant cohérent, la
superposition risquerait de ne pas vérifier le critere
(6.10) en tout point du massif.

6.92. Deuxiéme méthode : application du
théoréme des états correspondants

D’aprés ce théoréme, on assimile le sol & un milieu
pulvérulent soumis sur tout son contour AOB & une
charge hydrostatique H. Le probleme revient alors &
examiner successivement les différentes solutions pat-
tielles suivantes :

1) Pression g,, due au poids propre :
g’ =p'x (6.26)
oll p’ est le coefficient de poussée donné par les

tables de Caquot et Kérisel [11] et x I’abscisse
d’'un point courant du parement OA.

Cette répartition de pression est représentée
par la droite 1 dans le diagramme des poussées
de la figure 86.

v

—
[

Fig. 86.

2) Pression ¢,” = p” q, (6.27)
olt p” est un coefficient tiré des Tables L’Her-
minier et Absi [6] et [7]. Il est défini par :

o =90 Q= 1@

C’est une pression constante tout le long de OA.

Elle est désignée par le point K sur le diagramme
de la figure 86.

3) Pression négative ¢’ due & la pression hydrosta-
tique H agissant sur tout le contour AOB (fig.
87) :

" =p"H—H=—H{0—p") (6.28)

Oy = —1
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Fig. 87. A

Dans cette expression, le coefficient p”” a méme
signification que p” et il est défini par :
o =a,=0 Q = AOB.
La valeur de g” est indiquée par le point L sur
le diagramme des poussées de la figure 86.
Par superposition, on trouve :
G=6¢"+q" +q" =
=yywx+p g—H{U—p") (6.29)
C’est une répartition linéaire représentée par la
droite IT sur le diagramme des poussées. Au sommet O,
la poussée est donnée par l'ordonnée du point M
définie par :
KM = OL (6.30)

rrr

6.93. Troisiéeme méthode : application
du théoréeme sur la superposition

L’application de ce théoréme revient & superposer
les deux états d’équilibre limite suivants :

Premier état

Le milieu est supposé pulvérulent. Son poids propre
exerce une pression g, sur la paroi OA donnée par la
relation (6.26) :

g =1p X
Deuxieme état

Le milieu étant cohérent, la surcharge ¢, exerce sur
la paroi OA une pression ¢,” qu'on peut déterminer
a partir de ’étude des milieux non pesants.

Comme on peut le vérifier g,” est constante. Elle est
désignée sur le diagramme des poussées par le point
N qui est toujours situé entre O et M.

En conséquence, la superposition :

L=q'+q" =1+ q" (6.31)
donne une répartition linéaire représentée par une
droite III située entre I et II sur le diagramme de la
figure 86.

Cette solution est plus proche de la poussée réelle
que celle obtenue & partir du théoréme des états

correspondants. Elle est située évidemment du coté de
la sécurité.
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6.94. Solution exacte du probléeme

Au voisinage du sommet O, leffet du poids propre
est un infiniment petit du second ordre. La pression en
ce point est due pratiquement & la surcharge ¢,. Le
diagramme réel IV de la poussée part donc du point
N. Au fur et & mesure qu'on s’en éloigne, leffet du
poids propre augmente progressivement. Cependant, le
diagramme restera toujours au-dessous de la droite III,
étant donné que cette derniére représente une solution
surabondante. Quand x tend vers linfini, 'effet du
poids propre devient prépondérant par rapport a celui
de la cohésion et de la surcharge g. En conséquence,
le diagramme réel IV admet une asymptote paralléle
a la droite 1.

6.10. Exemple : poussée sur un écran en cas
d’'un milieu purement cohérent

La surface horizontale OA du massif est soumise a
une charge uniforme g;. On se propose de déterminer
la poussée des terres sur 1’écran vertical OB supposé
lisse (fig. 88).

LU
™0 A
—>
—
92 —™"
.
—
s
—pd
—a B
Fig. 88.
Solution directe
Pour cela, appliquons I’équation (4.30) avec & = —;—
On trouve :
G = q—2C+ vx; (6.32)
Par superposition
* Action du poids propre seul (g = 0).
De l’expression (6.32) on obtient :
gy = —2C + vx (6.33)
* Action de la surcharge seule (v = 0).
7" =q—2C (6.34)

Ces deux solutions partielles admettent les mémes
Lc. et leur superposition donne :

G=¢ +¢" =qa—4C+ 1y (6.35)
La comparaison entre les équations (6.32) et (6.35)
montre que la superposition conduit a4 un résultat

approché inférieur & la valeur réelle. On a donc une
solution qui n’est pas du coté de la sécurité.
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7. Stabilité des talus

7.1. Equilibre de Rankine De I’équation (7.2), on obtient :
7.11. Examen général A == Yheosi =
) o . cosi -+ sin ¢ cosyY

Soit un talus infini de pente constante i formé par .
un sol pulvérulent (v, @). = Yheosi (7.5)

La contrainte agissant sur un élément de surface cosi 4 & v sin? ¢ — sin? {
parallele au talus et situé a une profondeur h, par ol :
rajison de symétrie, a pour valeur (fig. 89) e = + 1: équilibre inférieur ;

q=hecosi (7.1) e = —1: équilibre supérieur.

On voit que la contrainte principale o; fait avec la
normale au talus un angle constant de valeur :

(@ +v) =Ct (7.6)

7.12. En résumé

L’état d’équilibre limite relatif & un talus infini dans
un milieu pulvérulent est celui de Rankine.

Le paramétre A ainsi que le tenseur de contraintes
c,, augmentent linéairement avec la profondeur k.

La direction de o, étant constante dans tout le
massif, il en résulte que les lignes caractéristiques sont
constituées par deux familles de droites paralléles.

Les figures 91 a et 91 b représentent respectivement
les deux états d’équilibre inférieur et supérieur.

Fig. 89.

A cette valeur de g correspond, dans le plan de
Mohr, deux cercles de centre I, et I, suivant qu’il
s’agit d’un équilibre inférieur ou supérieur (fig. 90).

t
o
G4
Fig. 91 a.
2084 63 \ G3 >
0 I gy n
K =—4 y A(fz - - 28,
q \Vd
- A | A Fig. 90.
- A2
On en tire aussi :
g="Yhcosi=~A(cosi+ sinpcos¥y) (7.2)
Du triangle OlA, on a :
Ol IA
siny  sina (7.3)
D’ol
sin v = sino sin i
ny = sinw  sing (7.4)
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La valeur de 8 peut &tre obtenue de l’expression
(7.4) en remarquant que :

& = —1 Y=20—a =28 +1 (1.7)
On obtient alors la relation :
sini +sine.sin(20 +i) =0 (7.8)

7.13. Utilisation des coordonnées polaires

Soit ¢ langle que fait o, avec le rayon vecteur en
un point A (r, w) quelconque du massif (fig. 92).

Fig. 92.

Du triangle OAB, on a :

h  r
cosv  cosi
oit v est l'angle que fait le talus avec la normale
a OA
= (7: . . 79
v_..2 2—]—1——0) =0—1 (7.9
D’ot '
0 — i
LI (7.10)
cos i

Pour avoir la loi de variation de A en fonction de
(r, w), il suffit de porter cette expression dans I’équation
(7.5). On trouve alors :

cos (w — 1)
cosi -+ sin@pcosy

A=vxr =71rg(w) (7.11)
cos (W — 1)

cosi -+ sin@cosy

g(w) = (7.12)

7.14. Cas ou i = ¢

Les deux états d’équilibre, supérieur et inférieur, se
confondent en un seul et on a (fig. 93) :

'
e
A=1vh (7.13)
20:06+Y~———((P+ i)
2
At
/ >
U,:—(P n
Fig. 93 a.
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En conséquence, on trouve pour les lc. :
* de la premiére famille T :

1 T
9+Lt=~——2—(¢+ ?)—F

1 b
+ 5 ( 5 —-q)) =—¢
Les lignes T, sont donc des droites verticales ;

* de la deuxiéme famille T, :

9 o k1
—_— = — 2
Les lignes I, sont des droites paralleles & la

surface du talus.

7.2. Stabilité des talus infinis

Soit un talus infini de pente constante i en état
d’équilibre limite sous l’action de son poids propre Y
et d’un chargement uniforme (p, t) agissant a la
surface (fig. 94). La répartition des contraintes étant
indépendante de x,, les équations d’équilibre deviennent
alors :

89y ,
o, =Y Cos i j
5 (7.14)
O .
%, Y sin i
~%

Fig. 94.

Par intégration, on trouve compte tenu du char-

gement (p, f) et en faisant appel au cercle de Mohr
(fig. 95).
O = YX, €081 + p =
=A(l 4+ sin¢cos28) —H
Op = —Yx8ini + ¢t = (7.15)
=Asingsin26 £
Oy = A(l—singcos28) —H :

%,

Fig. 93 b.




Fig. 95.

7.21. Discussion générale

On voit qu’il existe un plan principal pour lequel
oy, = 0. Il est défini par son abscisse :

t
(xl)o = Y sin { (7.16)
Posons :
t=(p+H.tgd 15]<e (7.17)
Des équations (7.15), on tire alors :
__p+H‘ sin (i 4+ 8)
= cos & sini -+ sin®sin (26 4+ 1) (7.18)
_p+H sin & — sin @ sin (2 6 — &)
1= "y os d sini + sin @ sin (26 4 ©) (7.19)
Les lignes caractéristiques sont définies par 1’équa-
tion :
dx,
= + 7.20
ax, tg (8w (7.20)
Or, de l'équation (7.19) on a :
dx, p+H
dae v cos &
(sin ¢ + cos 2 8) sin (i + 9) (7.21)
[sini 4 sin ¢ sin (20 + ]? )
D’ol
dx, dxy
_——f e +
a6 a5 g @k (7.22)
On trouve par intégration :
_ 2p—i—H ) sin ¢ sin (i + &)
X = v cosd
) .
(sin® + cos20) tg (6 = 1)
. 6 .
fe,, [sni Fsmosn o Fpp o tae 723
olt (fig. 96) :
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* 0 langle que fait o; en un point avec x; ;

* 68, : la valeur prise par 8 le long du talus (x; = 0)
et dont la valeur est définie & partir des équations

(7.15) :
I =Asingsin286, (7.24)

* a: ordonnée (x,) du point d’intersection de la
ligne de glissement avec le talus

a = OA (7.25)

Toutes les lignes de glissement sont identiques et se
déduisent les unes des autres par simple translation
suivant Oux,.

7.22. Etats d’équilibre

Deux états d’équilibre sont a considérer.

* Un état d’équilibre inférieur (ou de poussée)
pour lequel on a partout dans le massif (fig. 95 a) :
2 9%
—-(~W—+<p)<ze<7° 4+
(7.26)
oy > Op

* Un état d’équilibre supérieur (ou de butée) pour

Jequel on a (fig. 95b) :

T T
7—|-(P<29<2ﬂ:——(—2—+(p) )
g (7.27)

Gy = Ty ]

7.23. Analyse des lignes de glissement

D’aprés le crittre de Coulomb, nous devons avoir :
|op| < (on + H) tgo (7.28)

Etudions la variation du rapport y ci-aprés en fonc-

tion de x; :
G —yx;sini 4 ¢
. <y = 2 _ 1 —
tgesy oy + H yx;cosi+p+ H
_ singsin20 <ige (7.29)

14+ singcos28

C’est une hyperbole équilatére dont les principaux
points sont (fig. 97) :

. _ p+H Sin(5-—(p)_<
o= Y_cpsﬁ sin (I + @) <0
b p+H Csin (G +9)
Y =0= 0 os 6 sin (i — @)
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o

X,

7.231. Pour x; = x;" <0

Op sinysin2 6

T o, +H 1+ sin¢pcos28 =tge (730
d’ol :

sin26cosp =1+ sin®cos26 (7.31)
ou :

sin (26 —9¢) =1

28 T

—_ = )
26 = > + @ (7.32)

On constate, des équations (7.21) et (7.22), que pour
cette valeur de 9, on a :

e Pour la premiére famille de lignes de glissement :

dx, dx, -
d d (7.33)
X, _ 4x _ oo
3 = a0 g @4+ p) =0X
Un calcul 2 la limite donne :
dx, p+H .
d6 T ° ycosd
sin (i + 8)sin2¢
[sin{ 4 sin ¢ cos (® 4 i)]? (7.34)
» Pour la deuxiéme famille, on a :
dx,
a =0
dx, _
dx, — 80— =tge (1.35)

dx, dx, dx,
ds  dx de

Il en résulte que le plan défini par x; = x" <0
représente une enveloppe pour la premiére famille de
lignes de glissement et un lieu de points de rebrous-
sement pour la deuxit¢me famille.

7.232. Pour i< ¢

Les lignes de glissement se prolongent & !infini
(x;— o) a lintérieur du massif et tendent asympto-
tiquement vers le probléme de Rankine olt 8 est défini
par la relation (7.8) :

sini + sinesin(20 +1) =0
7.233. Pour i > ¢

Il existe alors une certaine profondeur h pour
laquelle on a :

hex = LTH  snCGF9)
Y cosd sin (i — @)
. . (7.36)
01y sin ¢ sin 2 6
o, +H 1L singcos20 &8¢
d’olt :
sin28.cos @ = — (1 + sin ¢ cos2 ) (7.37)
ou :
sin (26 4+ ¢) = —1
0 b
20+te=—-—> (7.28)
i1
29:“(74'@)

Pour cette valeur de 6, les équations (7.21) et (7.22)
conduisent a :

* pour la premiére famille de lignes de glissement :

dx, dx, _

7.39
dx, _ dx, dx, 0 739
de  dx as
* pour la deuxiéme famille :
dxg dx,
g =0 dx, =gl—w-

7.40
dx, _ dx,  dxg %0 (7.40)
do dx,  do -

En conséquence, le plan x; = h est une enveloppe
pour la deuxiéme famille et un lieu de points de
rebroussement pour la premiére famille.

7.24. Equations des lignes de glissement

Reprenons les équations de base suivantes :
_p+H sin5——sincpsin(26——§)
T vcos?d sini + sin@sin (26 + i)

X1

d [+ : 17 famill (741)
X, ¢ 1% tamille
&8 _ +
dx, O xw | — : 2¢ famille
Aprés une transformation adéquate, 1’6quation (7.41)
peut se mettre sous la forme :
cosi+ singcos (26 4+ 0)

X =K sini + singsin (20 + §) K (742

ol :
_p+H o
K = Ycos5'sm(o+l)
+H (7.43)
- T 54 g
K= oy .cos (0 + i)

De I"équation (7.42), calculons la dérivée de x; :




dx; 2K si c0s290 + sing
6 = R TGN T+ osingsin (26 + D12
. cos (8 + ) cos (6 —)
=—4Ksiny [sin i + sin @ sin (20 + i)]?2 (7.44)
or :
dx, dx, dx, dxy
a8 dx,  an —®OTW g (7.45)
On a donc :
* pour la premiére famille :
dx, 4K si sin (6 + ) cos (6 — 1)
e = Sin ¢ [sini + sin ¢ sin (2 6 + §)]2
) sin26 -+ cos @
=—2Ksineo [sini + sin @ sin (28 + §)]?
= — 2 K sin ¢.
sin(26 +i)cosi—cos (20 + )sini + cos® (7.46)
[sini + sin@sin (26 + i)]? ’
e pour la deuxieme famille :
dx, . sin (8 — 1) cos (6 + W)
o = A Ksine T e sn 20 T D)2
. sin260-—cos ¢
=—2Ksing [sini + sin ¢ sin (26 + )2
= — 2 K sin ¢.
sin (26 4+ i) cosi—cos (20 4+ i) sini—cos @ (7.47)

[sin{ - sin ¢ sin (2 8 -+ {)]?

Trois cas sont & considérer :
7.241. Premier cas : i > ¢

Effectuons le changement de variables suivant :
sin i cos & — sin ¢ |
sin i — sin @ cos &

sin (26 + i) =
(7.48)

—_—
sin @ V sin?i— sinZ ¢
sin i — sin ¢ cos &

cos (20 4+ 1) =
D’ol :

28 Lodo
2 cos ( +z)—c-l?-—

— sin i sin « (sin { — sin ¢ cos @)
(sin { — sin ¢ cos @)?
sin @ sin & (sin { cos & — sin @)
(sin i — sin @ cos )2
— sin & (sin? { — sin? @)

= (sin i — sin @ cos «)?* (7.49)
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ou
do — Vsin? i — sin? @
— = — (7.50)
do 2 (sin i — sin ¢ cos «)

Exprimons les équations des courbes caractéristiques
sous une forme paramétrique. I’équation (7.42)
devient :

xl — I{.

cosi(sini—sin @ cos &) 4+ sin ¢ sin & \/ sin? i — sin? @

sin? i — sin? ¢

+ K, (7.51)

Calculons x,:

* Pour la premiére famille, les équations (7.46),

(7.48) et (7.50) donnent :
_ dx, de Ksin o

de dx  (sin? i — sin? @)%

[(sin i cos & — sin ¥) cos i) —

dx,
do

— sinasini V sin? i — sin? o+
+ ¢os ¢ (sin { — sin © cos «] (7.52)
d’otr :
ksineo
(sin?i —sin? 9y
- [(sinisin e —asin¢®).cosi +

Xy =

4+ cos & sin I \/_sin2 - sinz_cp +
+ cos @ (@ sin i — sin @ sin &) + Aj] (7.53)

* Pour la deuxiéme famille, on trouve aussi :

%2 = T(sin? | — sin2 )32
[(sin i sin & — « sin @) cos i +
-+ cosasini\/sinzi—sinch——
—— c0s @ (& sin { — sin ¢ sin @) + A,] (7.54)

Les figures 98 a et 98 b montrent les lignes Ty et T,
ainsi que leurs enveloppes E; et E, dans le cas ol
i > . :

Fig. 98 a. — Equilibre inférieur.
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Fig. 98 b. — Equilibre supérieur.

7.242. Deuxieme cas : i <@
Effectuons le changement de variables suivant :

. 040y = sinicha —sine
sin (26 + 1) = sini—sineocha

e w27 (7.55)
2 ¢ — sin?
cos (20 + i) = Shf‘\(SIH .CP sin? i
sini—sin ¢ ch o
D’ot :
e 050

. d8
2cos(20+z)—djx—— (sin { — sin ¢ ch «)?
ou :

T T T
kil V sin? ¢ — sin? i (7.57)

do 2 (sin { — sin @ ch «)

De méme, de I’équation (7.42) :
x = K.
cosi(sini—singcha) + singsha VWME
sin? { — sin? @

+ K, (7.58)
Calculons x,:

* Pour la premiére famille, les équations (7.46),
(7.55) et (7.57) permettent d’écrire :

A

: enveloppe des Lignes I“1

E, : enveloppe des lignes 1"2

dx. K si
2 SIn ® [(sinich & — sin @) cos | —

do (sin? @ — sin? 1)¥2
~-sin i sh & \/sinch-—sinzi -4
4+ cos ¢ (sin i — sin ¢ ch a)] (7.59)
d’olt :
Ksine
%= e —se 2 b
—sinBcha Vsine—sin?i +
+ cos@ (@ sini—sin ¢ sh &) + A;] =
Ksin ¢
(sin? @ — sin? {)¥2

(sin i sh & — & sin @) cos i —

[@sin (i — @) +

+ -;— sh « (sin? i — sin? @) —

—sinicha \/ sin® ¢ — sin? i} (7.60)

* Pour la deuxiéeme famille, on trouve :
Ksine
= (sin? © — sin?

—sinicha Vsin? ¢ — sin? i —
— c0s @ (& sin { — sin @ sh @) + A,] (7.61)
Les figures 99 a et 99 b montrent les lignes I'; et T,
ainsi que leurs enveloppes E; et E, dans le cas ol
i <e.

X, PER [(sin i sh &« — & sin ¢) cos i —

Fig. 99 a.

Equilibre inférieur.
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Fig. 99 b. — Equilibre supérieur.

7.243. Troisiéme cas : i = ¢
Effectuons le changement de variables suivant :
Q6+ i) = L2
sin(20 + 1) = T
(7.62)
cos 20+ 1) = ™
d’ott :
. d8 40
2¢05 (20 + ) - = T o (7.63)
ou : :
d8 2v 1+ o2 1
o S e~ it 6
Dot :
cotg @ + cos (26 + 1)
=K —rgmeern TN
(1 +v)cotgy + 2v
=K —Grdti—e TN
K
=75 [(1 + v) cotgo -+ 2v] + K; (7.65)
Calculons x; :
e Pour la premiére famille, on trouve, tout calcul
fait :
dx,
L = K (cotg 9 —0) (7.66)
ou
1
x =K (v cotg e — 5~ v? + AS) (7.67)
e Pour la deuxiéeme famille :
% = —K (v?cotg ¢ + v) (7.68)
3 1
x, =—K =3 cotg ¢ + —5 v + Aq (7.69)
Remarque : Directions asymptotiques
Pour que x;— 0, il faut que :
1+siné+9) =0 (7.70)
d’olr :
204 ¢=——
toe=—=
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: Enveloppe des lignes F]

T
ou 26 = — (—2~ + <p) (7.71)
Il en résulte pour la premiere famille :
b+ p=—9 (7.72)
Pour la deuxiéme famille, on trouve :
T
0—p=—— (7.73)
Les directions asymptotiques sont alors :
* pour la premiére famille :
dx, .
Te, = tg(®+ 1) =—tge=—tgi (7.74)
cette direction est parallele au talus.
* pour la deuxieme famille :
dx, tor (8 e
ax, T g@—p)=— (7.75)
c’est donc la direction verticale.
7.244. Cas ot i = 0 (cas particulier de i < o)
_p+H sin & _ ¢
b= oee sinesin28  singsin26 (7.76)
1+ singpcos2b
o=K—g psin20 + K
Effectuons le changement de variables suivant :
. 1
sin26 = G cos20 = —tha (7.77)
—sin@cha + sin? ¢ sha
=x =K —sinto + K
= oo [ch & — sin ¢ sh a] (7.78)
» pour la premiére famille :
%= e [— o sin @ — cos ¢ sin ¢ sh @ + Aj]
- —K [ 4+ cos psha + Aj] (7.79)
T sineg } '
* pour la deuxiéme famille :
K . .
%= e [—oasing + cosgsinesha + Ayl
=K a4 coseshat A (7.80)
T sineg ! )
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7.3. Cas d'un talus infini en milieu purement * Pour la premiére famille :
cohérent dx ’C x .
2 _ e~ Ay g .
La recherche des lignes caractéristiques est immé- dd ~ ysini te (6 T ) s (28 T3 )
diate. Les équations (7.15) s*écrivent (fig. 100) : ic
—_— ™ T
oy =7Yxcosi+ p="-+ Ccos 2 Ysinitg(e+ 4)sm (O+ 4)
Op=-—Yx;sini+£t=Csin26 (7.81) .
Sy = — Ccos 2 0 ) ‘ COS<G+T)
4C 7T
in2 .
At =T vsini st (6+ 4)
= 2¢ [1 204 — l |
T ysini 08 7))
C l 2C
G2 Il 28 i N = Ysini (1 + sin20) (7.86)
f — »
0 CT Om : D’olt :
[ | ._.C
f Xp = ——— (26— ¢
[ X, T m 2 cos 2 6) 4 Cte (7.87)
" 1 % * Pour la deuxiéme famille :
dx 2C T
d}(;)z =———ig (Gwz—)COSZG
Fig. 100. vsini v
) s 2C T\ .
D’ot : = + sinitg(e—‘»—[) sin (26————;—) ?
_ t—Csin28 7.8 v ’
psini + cosi— Csin (26 + i) - ¥sind 4
sin i (7.83) 2C )
= : .[1—008 (29———)J
ou aussi : Ysini 2
Ct=(yxcosi+ p—m? + (Yxysini—1)2 (7.84) - 2'C (1 —:in28) (7.88)
On voit que la loi de variation de % en fonction de Y sini
la profondeur x; est une conique (ellipse) si i # 0. Dot :
1.31. Equations des lignes caractéristiques X = e [26 4 cos.2 8] + Cte (7.89)
_ Déterminons les expressions des lignes caractéris- Les équations (7.74), (7.80) et (7.82) montrent que
tiques. On a : les lignes caractéristiques sont des cycloides déformées
dx, T (fig. 101).
= +
dx, tg (9 T~ ) (7.84)
d’ott :
dx, ki dx,
W=tg(9i7) S R
cos26 T €A
=-—2C sini_ © (Gi T) (7.83) /
: Enveloppe des lignes T1
Fig. 101 a.
Equilibre E, : Enveloppe des lignes T,
inférieur. 2
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II est & noter que, de l’équation (7.74), on a
(fig. 100) :
* Pour x;, =0 :
t

sin28, = = (7.90)
e Quand x; augmente, l’angle 26 diminue progres-
T
sivement pour atteindre la valeur — 5

7.32. Enveloppes

L’existence d’une solution impose :

—C<op,=—rxsini+t=
=Csin26<C (7.91)
On a de méme :
dx, 2C
B = vsni cos28 (7.92)
1) Pour 6, = —C :
” i + C
= Ysini
= (7.93)
sin26 =—1 ou 20 = — —
2
11 en résulte :
dxy
55 = 0 (7.94)
* pour la premiére famille T :
dx 2C )
dBZ =—Temi (1 +sin28) =0 (7.95)
* pour la deuxiéme famille T, :
dx, 2C . 4C
a8 Ysini(lhsmze)_ vsini (7.96)

En conséquence : le plan défini par x; = x,” consti-
tue une enveloppe E, pour les lignes caractéristiques
T, et un lieu de points de rebroussement pour les
lignes caractéristiques I'j.

Fig. 101 b. — Equilibre supérieur.

2) Pour o, =C
t—C

’

Xy =

v sin {
- (7.97)

in26 —1 68 =
sin ou 2 >

On trouve dans ce cas que le plan défini par
x, = x, constitue une enveloppe E; pour les lc. T
et un lieu de points de rebroussement pour les l.c. I

7.4. Cas général

Sur OA agit une charge uniforme g. Le probléme
consiste & déterminer le profil OB (fig. 102).

On est en présence d’un cas classique qui comporte
un point singulier en O et trois zones d’équilibre. La
zone I correspond a celle d’un talus infini de pente i.
La zone III est caractérisée par le fait que la surface
OB est libre.

La résolution compléte de ce probléme est obtenue,
dans le cas général, par intégration numérique des
équations de Kotter.

Fig. 102.
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8. Poussée et butéee des sols sur un écran

8.1. Position du probléme
Le sol est délimité par un talus OA de pente i et
par un écran OB (fig. 103).

On se propose de déterminer la pression agissant sur
cet écran en supposant que le massif (AOB) est en
état d’équilibre limite.

A

Fig. 103 B

8.2. Equilibre de Rankine

On suppose que le massif (AOB) est pulvérulent et
qu’il v régne un état d’équilibre de Rankine corres-
pondant & la pente i du talus OA. Les lc. sont
constituées par deux familles de droites paralleles
(fig. 104 a).

Fig. 104 a.

La contrainte o, fait avec la normale ON au talus
(fig. 104 b) un angle constant 6 donné par la relation
(7.8), soit:

sini +sing.sin(28 4+ 1) =0 (8.1)
et, en un point quelconque C (r, ®) du massif, le
paramétre A est de la forme (7.11), soit :

A=rr.g(w) (8.2)
En remarquant que :
0=¢+w—i=Ct (8.3)

X, = Ycos® Xy =—Ysinw (8.4)

106

Les équations (2.59) s’écrivent :
(1 +singcos2¢)g(w) +

d,
4+ singsin2¢. d(ﬁ:cosw

singsin2¢.g(w) + (8.5)
+ (1 —sin ¢ cos 2 §) -gug—)— = —sinw
De ces relations, on peut tirer l’expression (*) :
1 .
g(w) = oy [cosw—singcos (2 + w)]  (8.6)

La valeur de la contrainte o agissant sur OC est
(fig. 105) :

(6) = (5" + (x)* =
= A2 [1 —sin@cos2 ) + sin?¢sin?2¢] =
= A2 [1 4 sin? ¢ — 2 sineg cos 2 ¢] (8.7)
D’ou
c:yrg(w)V1+sin2qo—2sincpcos2cl) (8.8)
Son inclinaison @ est constante tout le long de OC.
Elle est définie par :

. 2
g = — T singpsin2 ¢ 89)

o T {-—sin@cos2 ¢

(&)

Fig. 104 b.

N \2Y :t\

(*) Par un calcul simple, on peut établir I'équivalence
entre cette expression de g (w) et l'expression (7.12).
Voir annexe B.
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Si OC se confond avec la ligne caractéristique OD,
c’est-a-dire avec le premier plan de glissement, on a
alors :

(8.10)
% = —EQ ,S
[os0—sinocos (& 1
g(w) = ey cos w — sin @ cos \e - —ce+ w)‘
— E’S_(“’_‘:Eﬂ (8.11)
cos @
e ¢ = —1: en équilibre de poussée.
e e=1 : en équilibre de butée.
Calculons les variations de ¢ et de g. On a :
dd ay
¥ E— ou —- +1=0 (8.12)
dg 1 [ . ( dd )
do ~ sose LSO\ 2 g+
- sinesin (29 + m)}
= [sin @ + sin ¢ sin (2 ¢ + w)] (8.13)

T costo

En particulier, sur la ligne caractéristique OD, on
peut écrire :

0= w, 24 = 2epn (8.14)

dg 1 [sinw +sin@sin(2£u+w)i
dw cos? @ ° o
= — o o {sinwo—}—esincpsin(Zp.—i—ewo)}

= oo [Sinwo+asin<p~

. T v i

.sm(—j —<p+€w;H
—m[sinwo—}-esin(pcos(—(p—{-swo)]

1 - : ]
=— e [smwo 4 ¢ sin ¢ cos (wo—s‘P)]

(8.15)

8.3. Equilibre général dans le cas d'un massif
pulvérulent

8.31. Position du probleme

Au talus OA correspond un état d’équilibre de
Rankine délimité par la droite caractéristique OD, ou
premier plan de glissement (fig. 106).

Le probléme revient & trouver dans la zone (BOD)
une solution se raccordant & la lc. OD et vérifiant
une certaine condition le long de I’écran OB (voir
paragraphe 2.72).

La condition généralement admise consiste & imposer
une valeur constante de linclinaison « de la pression
qu’exerce le massif sur la paroi OB.

Dans la zone (BOD), recherchons une solution de
la forme

b =19 (w) A=ryrg(w) (8.16)
Une telle solution jouit des propriétés suivantes :

1) Elle est de la méme forme que celle qui régne
dans la zone AOD (équilibre de Rankine) ;

2) Le long d’un rayon vecteur OC, le paramétre A
et le tenseur de contraintes varient linéairement
en fonction de r. Ceci est particuliérement vrai le
long de Vécran OB.

3) Le long d’un rayon vecteur OC, l'angle ¢ reste
constant. Il en résulte que toutes les lc. d’une
méme famille coupent OC sous le méme angle
@ £ w). Par voie de conséquence, la contrainte
agissant sur OC, admet une inclinaison constante
le long de celui-ci

— singsin2 ¢

tgo = o, = 1—singcos2d &.17)

Portons les expressions (8.16) dans le systéme d’équa-
tions (2.59) ou l'on a :

X, = Y cosw X, = —ysin® (8.18)

On trouve :
(1 +sinpcos29) g(w) +

+ 2 g (w) (1 + %lwd)_) sinpcos2¢ +
4-singsin2d %f—)— = Cos ® (8.19)
g singsin2 ¢ + (1——sin<pcos2¢)—dd—§ +

+ 2 g(w) (1 A+ %—) sinpsin2 ¢ = —sin ®

(8.20)
On en tire :
dg gsin2¢—sin(2¢ + w)
do cos2d—sing
LI (8.21)
dw
_ cos w —sin ¢ cos 2%+ wy—gcos?y
2g(cos2d—siny)sing

8.32. Recherche des singularités

L’intégration numérique du systéme d’équation (8.21)
nécessite au préalable la détermination des singularités.
Mettons-le sous la forme :

Fig. 106.

dy
cos w —sin @ cos 2P + w) — g [cos? ¢ + 2 (cos 2 ¢ — sin ©) sin ¢]
dw
2g(cos2¢—sin@)sing

dg
T 2glgsin2d—sin(2d + w)] sino

=dr (8.22)
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Partant d’un point initial donné (g,, ¢, ®,), ce
systtme d’équations admet une solution unique sous
réserve que le point considéré ne soit pas singulier.

Un point est dit singulier si les dénominateurs dans
ce systtme d’équations sont simultanément nuls :

cosw—sinveos (2 + ©) —
— g [cos? @ + 2 (cos 2 —

—sin®) sing] =0 (8.23)

2g(cos2¢—sing)sing =0
2glgsin2¢—sin(2¢ + w)] sing =0

Cette condition est réalisée dans les deux cas sui-
vants

Premier cas :

¢=0 ) (8.24)
cosw—sin@cos (2¢ + w) =0 ﬂ ’

Ceci correspond & la surface libre OA du talus en
¢quilibre limite de Rankine pour laquelle on a
(fig. 107) :

A=g=0
3 .
W= —— + 1
2 (8.24 bis)

ou G = 6—0w -+

%1
0

/ \\\
o

S TN

Fig. 107.

En portant ces valeurs dans (8.23), on retrouve
I’équation (8.1).
Deuxiéme cas :
On a :
e d’une part :
cos2¢—sine =0
ou

2¢:e(—;l_cp):2eu e=+1 j

e d’autre part :

cos (w — @)
On retrouve les équations (8.10) et (8.11) valables
le long d’une ligne caractéristique dans 1’équilibre
de Rankine.

Pour les deux cas ci-dessus, le systtme d’équations
(8.21) est indéterminé.

108

Dans le cas ot seuls les dénominateurs y sont nuls
cos2¢—sing =0 ou $ = ep (8.27)
, d d e
les expressions de L8 ot 4 tendent vers linfini et
dw dw

Pon se trouve en présence d’une singularité différente.

Ce point est discuté dans le paragraphe 8.33 ci-apres.

Donc la ligne caractéristique OD constitue un

ensemble de points singuliers. Dans la zone I régne

un équilibre de Rankine auquel on peut lui raccorder

dans la zone II une infinité de solutions. C’est en ceci
que réside lindétermination.

8.33. Détermination des courbures

On a sur une ligne caractéristique :
* de la premiére famille I', (fig. 108)

ds, = ﬁrdw _ rdw
cos (*2-— —¢— P-) sin (¢ + 1)
Q=w + (1)
dQ = dw + dd
1 42  sin(d+4+p) ad
ooy (1 + ) 6w

* de la deuxiéme famille I,
rdw rdw

ds, = - = (8.29)
cos (—2———¢+ u) sin (b — 1)
1 de  sin(d—w dv
_R—Z - dSZ - r (1 + dw ) (8.30)

Discutons les expressions (8.28) et (8.30).

d
En remplacant (1 + ‘d%) par sa valeur, [équation

(8.21)], on voit que ces expressions peuvent s’écrire
sous la forme :

1 sin@ 4w
R, 7 7 cos2d—sing
8.31
1 sn@—p (®30
R, = 7 cos2¢—sing
Si
cos2d¢—sing =0
ou 24 = 2ep | (8.32)

on se trouve au voisinage d’une singularité (paragraphe
8.32).
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e Pour e = —1
1 smetn o
Ry = " sin2¢—sing 0
cos(@+p) Kk
=k s20 T 2sine (8.33)
L __sin@—w
Rz o sin2 ¢ —sin @ (8.34)

Donc, le rayon vecteur correspondant constitue
une enveloppe pour la premiére famille ') et un
lieu de points de rebroussement pour la deuxiéme
famille T..

* Pour e=1

On a un résultat inverse.

8.34. Solution au voisinage du premier plan
de glissement

Le premier plan de glissement OD, qui est une
ligne caractéristique et un lieu de points singuliers,
est caractérisé par :

0= v, Y, = ep
__cos (w, —e9)
8= cos @

Recherchons la forme de la solution dans le diédre
BOD au voisinage de OD. Pour cela, effectuons le
changement de variables suivant :

(8.35)

b =ep 4+ F g=8 +Fk o
36
W = W, -+ F3 ( )
Sur OD, on a, bien entendu :
Fi=F=F=0 (8.37)

En restant au voisinage de OD, les variations de Fy,
F, et F, sont des infiniments petits.

En portant les expressions (8.36) dans les équations
(8.22) et en négligeant les infiniments petits d’ordre
supérieur ou égal & 2, on trouve tout calcul fait :

la matrice A, de 1’équation (8.39), s’écrit alors :

6 A —B — cosZ @
A(A4B) 2AB
A= cos? @ cos? @ ZA (8.42)
—4 A 0 0

Pour la résolution du systéme d’équation (8.38),
déterminons les valeurs propres de la matrice A. On a,
tout calcul fait :

dét(A—BD) =—B +8ABR—12A28
=—BE—4A2=0 (8.43)
On trouve :
* Une racine simple B = 0 & laquelle correspond la
solution :
F,=0 F,=a=Cte
B
el — —_ (e
F,=0= i C (8.44)
* Une racine double
B=4A (8.45)
pour laquelle on a la solution partielle :
F; = (c; + d; 1) &b (i=1,2,3)
ou F = (C + D1) & (8.46)

Les coefficients c¢; et d; ne sont pas indépendants
entre eux. On a, en effet :

%§=[WC+Dﬂ+Dw“=
= A (C + Dt) eft (8.47)
d’ott
8D=A.D
FC+D=A.C }(“&
ou A—BDD =20
A—BDHC=D } (849)

F, | 6¢sincos (v, — &) — sin &, + € sin ¢ cos (W, — £¢) —cos? @ F
—céli F, | =| 4g7sin?9 + 4 g,esin (0, —ep)sing 2 g, esin ¢ sin (0, — £p) 2g,sin@cos @ F,
t
F, — 4 € sin @ cos (v, — &P) 0 0 F;
(8.38)
ou sous la forme condensée :
dF
= A.F (8.39)
En fonction des constantes d’intégration ¢, et d,
En remarquant que : les équations ci-dessus donnent :
4g02sin2:p+4g055.in<psin(wu-—scp): g 2A+B
PP L5 27 coste !
cos @
dy = —d,
_c0s (0, —=@) sin @ sin @ (8.40) d ] 8.50
cos? ¢ S ‘ 62:_15__[]3 ((;1_-4—lA-)-——aIlJ!—ZAc1 (8:50)
et en posant : cos™® ‘
A = e sin @ cos (w, — £9) _ 4
. GTGAT O
B = cos ¢ sin (0, — £9) (8.41)

A + B =sinw,

109
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En conséquence, la solution du probléeme au voisi-
nage de la ligne caractéristique OD s’écrit :

¢:59+F1:39‘+ (Cl+d1t)est
cos (0w, — )

g=go+Fz=*—'—CB"s-‘<;“‘—‘+

+a+(c+ dyt)ef
w =0, + F; =0, +
+ b+ (c5+ dst) €

Quand Bt (ou ef) > — oo, cette solution devant
tendre vers la solution de Rankine le long de OD
(e, g, ,), il en résulte que l’on doit prendre :

a=b=20
On a donc finalement :
¢ = ep + (¢; + d; 1) P
cos (0, — £¢)
cos ¢
0= w, + (c; + dst) ef
Etudions les variations de ¢ et g en fonction de w :
dd _ Bley +dit)+ d
dw Bley+ dyt) + dj

(8.51)

+ (¢, + dy 1) e® (8.52)

dg Ble, +d,0) + d, 85%)
do — Ble+dit) + d;
En particulier, quand 8¢ — -0, on trouve :
v _ 4y
dw dy
dg d, 2A+B
do T d, T cost e (8.54)

[sin w, + € sin ¢ cos (v, — €P)]

cos? @

En résumé :

1) Le long de la ligne caractéristique OD, on peut
raccorder une double infinité de solutions a
I’équilibre de Rankine régnant dans AOD. Elles
sont définies par les deux constantes d’intégration

¢ et d.

2) Toutes les solutions admettent les mémes varia-
. . dd dg .
tions (ou la méme tangente)-% et T [équa-

tions (8.54)], sur OD (fig. 109).

~/
/
/
Fig. 109. ‘

3) Une de ces solutions est celle ot 'équilibre de
Rankine régne dans tout le dieédre AOB. Il est
donc normal que les expressions (8.12) et (8.15)

dd dg
de do et dw

concordent.

8.35. Approche de Caquot
Posons (fig. 110) :
S,=Ynr T=—YIr
s,=ko,=vnkr m=2k—1
ot n, t et k sont des fonctions de (®») uniquement.

(8.55)

w

|
[
!
!
|
l
!
!
[
!

Fig. 110.

Les équations (2.58) deviennent alors :

dt
wri 2k—1)n—cosw = mn— COs ¥
(8.56)
dn .
—— =3t—sinw
dw

Ce systtme d’équations est équivalent aux équations
(8.19) et (8.20).

Sur le plan OA, on a (fig. 111) :

— t
tg o = Gw = —'n—*
. (8.57)
sin Yy = 51‘noc vy=0—20¢
sin ¢

Fig. 111.

Introduisons dans le systtme d’¢quations (8.56) une
fonction de contraintes F (w) définie par la relation :

— COS
F = —5—;—8 (8.58)
Les deux équations d’équilibre (8.56) deviennent
alors
L
dw
8.59
ﬂ =2k—1) o ( )
Tt = — 1) n—cos
La connaissance de n, et f, sur un plan donné w,

. dF
permet d’avoir la valeur des termes : m,, F,, (—d—w-) s
0

d*F
dw? )0'
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En effectuant un développement en série au voisi-

nage de w,, on trouve les expressions suivantes :
3F=n-~—cosw = n,—cosw, +

dF
| 3 (—dw“)o (0 =00 +
3 (d*F 3 (dF
v (@), e—or+ 57 (), 0
3 {d*F
+ "'+7ﬁ('cm—n)o (0 —w ) + ... (8.60)
_ (22_1_‘_) +__1_(_@)
t=t,+ | 7z . >\ o o+ .+
1 drF
+————————(n__1)! (———dwn)o + (8.61)

Donc, lextrapolation de la solution nécessite la
n

connaissance de {——|) pour n=3. Or, on a :
don 0

2
—Z—Q;I;:z(Zk——l)n—-cosw
8.62
d*F dk dn ( )
—dafzz 7w—n+(2k—1)~zl—t—o-——cosw
De méme :
k= o, 1—singpcos2¢
T~ 6, 1-+sinpcos2d
\/tgzqo———tgzoc
— 2o 6 Y5~
=1+2tg2¢—2¢ s (8.63)

(voir Annexe C)

Etudions la valeur de ces expressions au voisinage
de la ligne caractéristique OD. On a successivement
(fig. 112) :

Fig. 112.
t
tgo = etgp = - (8.64)
G A
L WA S 2
n= Tr o cos? ¢ = g (w,) cos? @
= cos ¢ cos (W, -+ £9P) (8.65)
t = — % = &sin ¢ cos (v, + &P) (8.66)
Y = ep (8.67)
1+ sin?@
. 2
k= 1__Sinch_l—[—Ztgcp (8.68)
do V'8 cosfa dw n  do 2 do

1
- [(Qk—1)n-—cosw—
—etgp (3entg e —sinw)]

111
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1
= [@+ 4tg29o—3t29—1)n—

— cos 0 -+ ¢ tg ¢ sin ]

1
== [(1 +tge)n—
~ oo {cos W cos ¢ — € sin @ sin w)»
1
= m [m—cos @ cos (v + ep)] =0
(8.69)
D’oit, sur une ligne caractéristique
do
o = (8.70)
dk —2 1
= _.______E_ : g 8.71)
do v tg? ¢ —tg2a  cos? @
Pour a = e¢
k
flac — o0 (8.72)
dk dk doe
o = i 7o =% X0 (8.73)

Valeur indéterminée.

Donc, le long de la ligne caractéristique OD, la
&*F

1 d k t é t i celle d
valeur de — -, et par conséquent aussi celle de =

sont indéterminées.

En conclusion, cette méthode de résolution tombe en
défaut si I’on se place le long d’une ligne caractéristique
telle que OD. C’est un résultat hormal et- prévisible.

8.4. Cas général

Le talus OA est soumis & une répartition de charge
donnée ¢, et dont la valeur est (g;), en O (fig. 113).

8

Fig. 113.

L’écran est soumis & une certaine pression g, dont
la valeur en O est désignée par (g,),.

Le massif (AOB) étant en équilibre limite, on se
propose de déterminer g, Bien entendu, cette répar-
tition est fonction de la condition & la limite quon
s’impose sur OB.

Il est raisonnable de s’imposer sur OB la condition
suivante reliant les composantes normale n, et tangen-
tielle ¢, :

t, = 0 (C + nytg9)

o<1 (8.74)
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Ceci revient & imposer & l'extrémité ¢, de se déplacer,
dans le plan de Mohr, suivant la droite A d’¢quation
(fig. 114) :

t=p(C+ntgo) (8.75)
A
t
b
G2
A= e »
o n
Fig. 114.

La condition (8.74) se raméne a écrire :
e Pour un massif pulvérulent :

t=rpntgo
ou
t
tga = = ptge (8.76)

c’est-a-dire Pinclinaison « reste constante tout le
long de 1’écran OB.

* Pour un massif purement cohérent [voir équation
(6.24)]

t=pC 8.77)

C’est-a-dire la contrainte ¢ est une certaine frac-
tion de la cohésion C.

Les contraintes (g,), et (q,), sont relies entre elles
par expression (3.15) établie dans le cas d’'un milieu
non pesant.

La résolution complete de ce probléme ne peut étre
envisagée que par une intégration numérique des équa-
tions de Kotter dans chaque cas & part.

Dans le cas ol le chargement g, est uniforme, on
obtient une solution approchée par superposition de
solutions partielles (voir paragraphe 6.9).

9. Les fondations superficielles

9.1. Position du probléeme

Connaissant: la. répartition des charges p sur OB, le
probléme revient & déterminer le chargement g agissant
sur OA et mettant le massif en état d’équilibre limite
(fig. 115 a).

Fig. 115 a.

Le probléme ainsi posé est bien déterminé. Au
voisinage du point singulier O régnent trois états
d’équilibre distincts (I, IT et III). Si les charges sont
normales & la surface du sol, 'étude des milieux non
pesants nous donne en O (fig. 115 b).

Fig. 115Db.

== =Y=0
Q=
25=—n4+2Q=m 9.2)

9.1

112

1—sine

— - p—Tig
p, + H= (g, + H) T sine © ¢ 9.3)
d’ol :
g, = —H + (p, + H) €757 . g (% + %) (9.4)

La résolution compléte du probléme ne peut s’effec-
tuer que par intégration numérique des équations de
Kotter dans chaque cas particulier.

9.2. Approche traditionnelle

Soit une fondation rigide de largeur B et enterrée
2 une profondeur i (fig. 116). La charge limite Q de
poinconnement du sol est estimée par la superposition
de solutions élémentaires d’équilibre limite. Il s’agit
donc d’une solution approchée et lon écrit généra-
lement :

Q 1
q:—-—B—:thq—{—CNc—i——2—“BYNY 9.5)

..

(7, ¢,¢)
Fig. 116.

Dans cette expression :

* N,, N, N, sont des coefficients dépendant de ¢
uniquement ;

* g est la répartition moyenne de la charge totale
Q sous la fondation.

Examinons la signification de ces différents termes.




Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YUY Y YO

¢,C

Fig. 117.

9.21. Coefficients N, et N,

Le sol sous la fondation est supposé non pesant et
le poids des terres agissant de part et d’autre de celle-ci
est assimilé & une surcharge uniforme p = v h (fig. 117).

Dans ces conditions, la charge uniforme ¢ corres-
pondant 2 p est donnée par I’expression (9.4) et 'on a:

T
¢ =—H+ (vh + H) evte? g2 (T + f;—) (9.6)

La comparaison avec I’équation (9.5) montre que
Pon a :
¢ d’'une part :
¢

T
N, = e™te? , 1g? (T + —~2—) 9.7
o d’ t H=—
d’autre part, en remarquanc que )
CN,=HN,—1 = g0 (N,—1) 9.8
ou
N,—1
N, = 7 9.9
T 0.9)
9.22. Coefficient N,
Déterminons la valeur moyenne (q” = %——) du

chargement provoquant le poingonnement du sol
supposé pesant et pulvérulent (fig. 118).

Q"

RARXKXIX X XINAKXK XXX
(T:9)

La loi de répartition des pressions sous la fondation
AB n’étant pas connue a priori, divers schémas de
rupture ont été envisagés par les spécialistes.
9.221. Schéma de Caquot-Kérisel

On admet que (fig. 119) :

Q"

Fig. 118.

B
I \/\“\ it

I ~

Fig. 119,
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* sous la fondation se forme un diedre rigide ABC
7

S Il suit la

fondation dans son mouvement de poinconnement

(zone 1 de la figure 119);

d’angle au sommet .2 p =

* la résistance au poingonnement est réalisée en
mobilisant la butée sur les écrans AC et BC qui
sont des plans de glissement ; soit K, le coefficient
de butée correspondant ;

* la zone III est en état d’équilibre de Rankine.
En désignant par W le poids du coin ABC et par R

la résultante de la butée mobilisée le long des deux
écrans AC et BC, on a bien entendu :

R=Q"+W 9.10)
Tout calcul fait, on trouve :
v Qn _ -—1—
¢'=5 = 5BTN, 9.11)
ol
3
cos \— — —
1 4 2 T
N, = — _ SRS
b2 Kwdi+i)t44+z)
4 2

(9.12)

L’application de cette expression conduit au tableau
HI suivant :

TABLEAU III

-
o N, | N, | N, e | N, | N, | N,
0 |0 1 5141 25 104 10.7| 207
5 102 156 | 647 | 30 21.8| 184 30.1
10 | 1.0 249 | 845 | 35 48 333 46.1
15 | 233|394 |11.0 40 113 642 754
20 | 497 | 6.40 [ 148 45 1297 |135 134
9.222. Critique du schéma de Caquot-Kérisel
Soit le trapéze BB’ CC’ défini par (fig. 120) :
CC = ds
CB =1
9.13)

L~ w
C’CB:ZLL————Q———cp
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Les forces en présence sont les suivantes :
* Poids de cet élément de volume :

= yldssin2 b 9.19)
* Pression p agissant sur CC’ :
p=vK,l 9.15)

* T et N composantes de la résultante de la butée
agissant sur CB :

T
N =189 (9.16)

* T’ et N’ composantes de la résultante des forces
agissant sur B’ C'.

L’équilibre des forces permet d’écrire :

N =N-—Psinp
=N—7vyldssin2psinp <N 9.17)
T =T-—Pcosp + pds
T+ vlds (K,—sin2pcosp) > T (9.18)
D’otlt :
__;7 > % = tgo (9.19)

Ce qui est impossible.

Donc ce schéma est statiquement inadmissible, a
moins de considérer que le sol dans le coin ABC est
compact et admet un angle de frottement interne
apparent supérieur a @.

9.223. Schéma de Terzaghi

Ce schéma (fig. 121) ne différe de celui de Caquot-
Kérisel que par le fait que 'angle du diédre ABC est
de m-—2¢. Les deux écrans AC et BC sont des plans
de glissement.

A |

Fig. 121.

Le calcul, mené comme précédemment, conduit a des
valeurs peu différentes de celles données dans le
tableau III.

9.224. Critique du schéma de Terzaghi

Comme on peut le vérifier immédiatement, les répar-
titions des contraintes sur AC et sur BC sont incom-
patibles entre elles en C. En effet, ces deux plans
font entre eux un angle ACB = ©— 2 ¢ et il est impos-
sible de tracer le cercle de Mohr correspondant & ce
point.

9.225. Autres schémas

La principale difficulté dans la détermination de N,
est le manque d’informations sur la répartition des
pressions sous la fondation supposée rigide.

On peut trouver une solution en supposant que la
fondation est lisse et la répartition des pressions trian-
gulaire (fig. 122). La valeur de N, qu'on trouve est
nettement inférieure & celle donnée par les schémas
précités (voir bibliographie [4]).

EeiinN

B

Fig. 122.

Une autre approche a été envisagée en [9] dans la
bibliographie. Le principe est le suivant (fig. 123) :

Dans la zone III, on a un équilibre de Rankine.
L’inclinaison « de la ligne caractéristique BC en B
est choisie - de maniére que celle-ci soit tangente a
Paxe de symétrie en C. Cette approche revient impli-
citement & considérer que linclinaison des pressions
sous la fondation dépend de la largeur de celle-ci. Les
valeurs ainsi obtenues pour N, peuvent différer jusqu’a

20 % de celles données dans le tableau I.
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Fig. 123.

9.23. Conclusions

La solution exacte du probléme des fondations
nécessite, pour chaque cas, un traitement numérique
particulier (assez lourd en général).

La solution traditionnelle conduit & un résultat
approché du fait, d'une part, quelle résulte de la
superposition de solutions élémentaires et, d’autre part,
que les schémas utilisés pour le terme N, sont criti-
quables. Cependant, cette solution présente le grand
avantage d’étre d’une utilisation aisée et l’approxi-
mation est pratiquement acceptable.

La corrélation entre le résultat du calcul et Iétude
expérimentale est analysée en détail dans [8].

Pour différents cas de fondations (chargement in-
cliné, ..) les tables des bibliographies [6] et [7]
permettent d’avoir directement les valeurs de N, et N,
correspondantes.

9.3. Fondations au voisinage d’un talus

Différents aspects de ce probléme sont traités dans
les bibliographies [3] et [4].
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ANNEXE A

Probleme de Cauchy et lignes caractéristiques

A.1. Cas d'une équation aux dérivées partielles
du premier ordre

Soit 1’équation aux dérivées partielles :
9z oz
A(xy,2) 52 +B(xy 2 By =
=Cx,y,2) (A.D

4

(@]

H

Fig. Al

Le probléme de Cauchy consiste a trouver une
surface solution z (x, y) passant par une courbe donnée
C(z (x), y(x)) et de projection T (y (x)) sur le plan
(x,y) (fig. A.1).

A cet effet, appliquons la méthode du développement

en série et cherchons a calculer les dérivées partielles

N 9z 9z .
premiéres =— et 3y en un point M de C.

La variation de z suivant C s’écrit :

3z 9z
dz = "é_x‘ dx + '53"‘ dy (A2)

dz 9z 8z
ou o= + 2y Y (A.3)
A partir des deux équations (A.1) et (A.2), on peut

2
calculer les valeurs de °z et ZZ en M.
Bx 3y

0z _ Cdy—Bdz
3x . Ady-—Bdx

oz Adz — Cdgc_

By ~ "Ady — Bdx
On voit que le probléme est possible sous réserve
que le dénominateur soit non nul :

A B

yl

Dans ce cas, on peut calculer de proche en proche
toutes les dérivées partielles d’ordre deux ou plus. En
effet, le long de C, on a, de "équation (A.3) :

(A4)

Al - det.

=Ay —B#0 (A.5)

d’z 9z 82z 8z 2z
dx? — 8x? +2 dx By v+ By o 3y? o
ou
8%z 82z 2z d?z 3z
ax? +2 3x By v+ By? o) = dx? “a_y'y
(A.6)
De méme, on a de I’équation (A.1) :
82z %z aC BA
A a2 T B axdy  ax  ox
8z 8B oz
8x  o8x By (AT
2z 02z aC 3A
A 3x By +B 8y 3y 09y
3 8B 3
L (AB)

X0 By oy

Les termes des seconds membres dans les équations
(A.6), (A7) et (A.8) étant connus ou déja déterminés,
il est possible d’avoir les dérivées partielles de second
ordre de z (x,y) sous réserve que l'on ait :

b2y P
A,=dét.| A B 0 | =

0 A B
B2 —2y (AB) + (y)? A’ = (Ay —B)Y =
= (A2 #0 (A9)

On peut démontrer de méme que les dérivées par-
tielles d’ordré quelconque n peuvent étre obtenues sous
réserve que

A, = (A)"#0 (A.10)

En résumé :

* Si A=Ay —B+#0

on peut avoir toutes les dérivées partielles sou-
haitées de z et le probléme est donc possible.

* Si A=Ay —B =0

et si les numérateurs dans les équations (A.4)

sont nuls aussi, il y a indétermination et le
probléme admet une infinité de solutions possibles.

La courbe T' est dite alors «ligne caractéristi-
que » et le long de cette courbe on a la relation :

dx dy _dz
ATB-TC (A.1D)

*Si A =Ay—B=0
et si, en plus, les relations (A.11) ne sont pas
réalisées, on voit que % et g—; dans.les équations
(A.4) sont infinies.
La courbe T est dite alors « singuliére » et le
probléme est impossible.

Soit T' une courbe caractéristiqﬁe; Si T'on se donne
la valeur de z en un point P (x, y) de T, la valeur de z
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sera déterminée, et d’une facon unique, le long de
cette courbe. En effet, ’équation (A.11) peut s’écrire
sous la forme suivante de différence finie

Ax Ay Az

"B < (A.12)

A.2. Cas d'un systéme de deux équations
aux dérivées partielles du premier ordre

Soit le systéme :

o 08 o7 a1
A15;+B1—§;+ Cioy +D1~é§— E,
oF o 5 5 (A.13)
U n
Az'az‘ +Bz§? +C25)—C—+D2~87 =E,
ot (A, ..., By sont des fonctions de (x, y, § et 7).

Le probléme de Cauchy revient a trouver deux
fonctions E(x,y) et m(x,y) vérifiant les équations
(A.13) et prenant des valeurs données le long de la
courbe T' du plan (x,y) (fig. A.2).

72,11 C,

Cs

\

v

)

VA

Fig. A2.

Sous l’angle géométrique, il s’agit de définir deux
surfaces intégrales & (x,y) et 7 (x,y), solutions des
équations (A.13) et passant respectivement par les
courbes données C; et C, qui admettent la méme
projection I' sur le plan (x, y).

Le long de ' on a donc

8 3
5 5 (A.14)
n Y
d'ﬂ = a dx + _8“}’}‘ dy

Les équations (A.13) et (A.14) nous permettent

o o om o
ax’ By ox & By
sous réserve que dans ces expressions le dénominateur
A, soit différent de zéro.

Ay B, G D,

d’avoir les dérivées premicres (

Al = det.
dx dy 0 0

0 0 dx dy
= adx? 4 bdx dy + c dy?
(a+ by + c @) dx*# 0 (A.15)

Il

Dans ce cas, le probleéme de Cauchy est possible
et le calcul des dérivées partielles d’ordre élevé n se -
fait de proche en proche et 'on a :

A, = (A)"#0 (A.16)
Dans le cas contraire, c’est-a-dire si
A=(a+ by +c()P)dx*=0 (A17)

le probléme de Cauchy est impossible a4 moins que les
numérateurs dans les expressions des dérivées partielles

—@é ﬁ Eﬁ_ —aﬂ) solent nuls
8x’ 8y’ ox et ay ws.

2 .
Ainsi, pour TZ—, on doit avoir :
Ay B, C  E

A, B, G K
det. =0 (A.18)
dx dy 0 dg

0 0 dx dn

Dans ce cas, il y a indétermination et le probléeme
admet une infinité de solutions possibles. Dans ’espace
a quatre dimensions (x, y, & 7 les lignes caractéris-
tiques sont des courbes du plan (x, y) qui vérifient les
équations (A.17) et (A.18).

De 1’équation (A.17), on peut tirer la valeur de y" :

—b+V P—4ac
2¢

* Si b2—dac>0 : en chaque point passe deux
lignes caractéristiques et le systéme d’équations
(A.13) est dit de type « hyperbolique ».

* Si b —4ac = 0: les deux lignes caractéristiques
se confondent et les équations (A.13) sont de type
« parabolique ».

* Si B2P—4ac<0: les lignes caractéristiques sont
imaginaires et les équations (A.13) sont de type
« elliptique ».

’

A.3. Cas d’'une équation aux dérivées partielles
du second ordre

Considérons I"équation :

32z 3%z 3%z
Aga T2B 3x By +C ayz

9z oz
=D (x: v, z, E‘y T) (A.lg)

ot les coefficients A, B et C sont des fonctions de
o0z oz

(x,y,z,ggeté—};- .

On se donne le long de T' du plan (x, y) les valeurs

oz oz

Ax et 8y’
Géométriquement, la solution du probléeme revient a

déterminer la surface z (x,y) passant par une courbe

donnée C le long de laquelle I’équation du plan

tangent est connue (fig. A.3).

de z et de ses dérivées partielles

Le long de T, on peut écrire :

oz 3tz 3tz
d( ox )"‘ o Pt Ty P

(A.20)

8z 3%z Pz
d( oy )= d & @

3x oy ay?




x
Fig. A3.
Les équations (A.19) et (A.20) sont suffisantes pour

82z 0%z ‘ ?z
Bx% 7 8y’ *ox dy

déterminer les dérivées secondes

sous réserve que

A 2B C
dét. | dx dy 0 | = Ady»—2Bdxdy +
+ Cdx2# 0
0 dx dy (A.21)

Suivant le signe de A = B?— AC, P’dquation (A.19)
est dite :
* hyperbolique, si A > 0 et I'on a alors deux familles

de lignes caractéristiques (I'y, I';) définjes dans le
plan (x, y) par la relation :

dy dy

2

Algr) —2m g +e=o

* elliptique, si A <0

* parabolique, si A = 0.

Exemple :

Soit I"équation
-—815—20 A=RB=1>0 (A22)
ox By :

C’est une équation de type hyperbolique et sa solu-
tion générale peut se mettre sous la forme

z=fX) + gy (A.23)
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Fig. A4.

On se donne z sur la courbe I'. Sa valeur est bien
définie en un point M quelconque du plan (fig. A4) :

z (M) = f(xp) + g (va)

Considérons le cas ot T se réduit & une droite
parallele 4 oy (ou & ox). On constate que le probléme
devient impossible.

Il y a indétermination et les lignes caractéristiques
sont constituées par les deux familles de droites I
et T'), paralléles respectivement & oy et a ox (fig. A.5).
En effet, ’équation (A.21) se réduit a

Bdxdy =0

Les deux familles de lignes caractéristiques sont donc
définies par :

e dx =0 ou x = Cte
*dy=0 ou y = Cte
4y
n
P
0 Ty

Fig. A5,
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ANNEXE B

Démontrons que les expressions (7.12) et (8.6) de Il en résulte :
g (w) sont équivalentes.

1 } .
g (w) = o [cos & ~— sin @ cos (Y + [~ w)]

g(w) = e [cos w — sin @ cos (2 ¢ + w)]

Or, des figures B.1 et B.2 on tire :

od):e——-((l)—l) COSZCP . . . .

2P fw=20—w+2i=v+oa—0o+2] cos (i — w) —sin ¥ sin (i — w)] }
=v+i—0

{cos & —sin ¢ [cos Y

sin sini ot o [cos w —sin ¢ cos ¥

sine | sing cos (i — w) — sin i sin (i — w)]

* siny =

cOos W — sin ¢ cos
o2 @ [ ¢ cos Y

cos (i — w) —sin? i cos ® +
+ sin i cos i sin w]

[cos? [ cos w — sin ¢ cos Y
cos? @

cos (I — w) + sin i cos i sin w]

cos i cos (I — w) —
cosch[ ( )

— sin @ cos Y cos (i — w)]

_ cos (i — w)

oL 9 [cos i — sin ¢ cos 7]

Fig. B 1. ) cos (W —1i)

T cosi+sin@cosy

En effet :
(cos i + sin ¢ cos Y) (cos i — sin ¢ cos ¥)
= cos? i — sin? ¢ cos? Y

= cos? { — (1 — sin? ¥) sin? @
= cos?i—sin? © 4 sin?i = cost @

Fig. B2.

ANNEXE C

FEtudions la transformation suivante du coefficient k
(équation 8.63)
I +sinpcos2¢ 14 singcos(@—7)
{—singcos2®  1—sinocos (@ —7)

k=

1 4+ sin ¢ (cos @ cos v -+ sin & sin Y)
1 — sin @ (cos & cos ¥ -+ sin & sin Y)

1 4 sin @ cos & cos ¥ + sin® &
1 —sin ® cos & cos Y — sin? o

1 4+ sin @ cos & cos ¥ 4 sin? «
cos? & — 8in ¢ cOs & cos ¥
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Dotlt :
k cos? & — 1 —sin? &

cosY = (1 + k)singcosa

(1 4+ k)cos? ot —2

(1 + k)sinpcosa

sin «
sin ¢

siny =

Eliminons Y entre ces deux relations. On a :

(1 4+ k)costa —2

sin &

cos?y 4+ sinfy =1 = [

On trouve successivement :

(1 4+ Fksinpcosa

[+ ()

sin ¢

[(1 + k)ysinpcosa]? = [(1 + k) cos? @ — 212 + [(1 + k) sin & cos a]?

(1 + k)? [cos* @ + sin? & cos? & — sin? @ cos? a] — 4 (1 + k) cosla 4+ 4 =0
(1 + k)P2costacos?o—4 (1 +k)cos?x+ 4 =0

I+ =41+ kA +tge)+4 0 +1tg2a)(1 +tg2¢) =0

D’ot :
l+k=204+t@9+ 2V I +1@9— 1+ tg o) (1 + g 9)
2 2 —
. =2(1 + tg?9) £ - 2o —tglo
. (v+‘g<ﬁ) COw\/tgup g2 o
Ou :
k=14 2tg2e L 2 \/tgzqo-_—_fgzrx
0s @
ANNEXE D

Déformation du sol en équilibre limite

D.1. Problémes plans

Les équations d’équilibre et le critere de Coulomb
suffisent généralement pour déterminer le champ de
contraintes et tracer les lignes caractéristiques dans un
massif en état d’équilibre limite. Pour obtenir ensuite
1’état des déformations, on a besoin des lois de compor-
tement des sols en phase d’écoulement.

Les lois qui pourraient paraitre convenir, a priori,
consisteraient & admettre que :

* les déformations s’effectuent sans changement de

volume
AV L. By ou,
T —_ en + ezz —_ axl axz - 0 (D.l)

olt u; et u, sont les composantes du vecteur de
-
déplacement v en un point du massif ;

+ * Jes tenseurs de contraintes et de déformations ont
les mémes directions principales :

duy du,
20y, 3x, 9%y
20 = =
b Oy — 9 du;  Bu, (D-2)
X, ax,

118

ou 7
ou, oy,
( 0%y t

ouy
9x,

3%,

Su,
ax;

+oE=0

(D.3)

Or, le tracé des lignes caractéristiques donne I'angle
8 en tout point du massif (fig. D.1). Les conditions aux
limites doivent donc nous permettre d’avoir norma-
lement u; et u, par intégration numérique des deux
équations (D.1) et (D.3). Celles-ci constituent, d’ailleurs,
un systtme d’équations a dérivées partielles de type
hyperbolique. »

)tg26+

Fig. D 1.
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D.11. Probléme de Cauchy

-
Connaissant les déplacements u le long d’une courbe
I', on se propose de déterminer les valeurs de u; et de

leurs dérivées partielles dans le voisinage de T
(fig. D.2).
B
r‘l
A
Fig. D 2.

Le long de I, on peut écrire :
aul aul
du, = 5% dx, + 5%, dx,
5 5 (D.4)
= e
du, = 5%, dx, + %, dx,
Le probléme revient donc & déterminer les dérivées

partielles ggi le long de T a partir des équations (D.1),
(D.3) et (Df4). On trouve :

Suy Ou, duy dx, + du, dx,
ox, | oxy D
Buy  dujdx, + dx duy—2 du;dx tg26 D5
3%, D (D.5)
Bu, _ duydx; 4 dx,du,—2du, dx,tg28
ax, D
oll
1 0 1 0
dxy dx, 0 0
D = dét
0 0 dx, dx;
—tg26 1 tg26 1

Le probléme n’est possible que si D # 0.

D.12. Lignes caractéristiques
La courbe I' devient une ligne caractéristique si 'on
a simultanément
D=0
du, dx; + duydx, = 0

D.7)
(D.8)
Dans ce cas, tous les numérateurs et les dénomi-

nateurs dans les équations (D.5) sont simultanément
nuls et la courbe I' est bien une ligne caractéristique.

La condition (D.7) entraine qu’en chaque point du
massif, il y a deux lignes caractéristiques B; définies
par I’équation

_ (9%)® Ax, _
D_(d—xl') —2 (dxl)thG——l_O (D.9)

Dot :
t (6+ z
dx, sin26%1 £ 4 DA
dx, cos20 - (D.10)
tg (9—7

= (dx,)? — (dx))? — 2 dx, dx,tg 2 8
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Donc les lignes caractéristiques §; constituent deux
familles de courbes orthogonales admettant les contrain-
tes principales o; comme bissectrices (fig. D.3).

fx‘z

G2

!
A\

X

Fig. D 3.

Par conséquent, les lignes caractéristiques des
contraintes et celles des déformations ne coincident
pas, sauf dans le cas d’un matériau purement cohérent
(C#0, 9 =0).

Ce résultat revient a dire que, dans le cas général
d’un sol cohérent, I’hypothése de faire coincider les
directions principales des tenseurs de contraintes et
de déformations [équation (D.2)], conduit & une diffi-
culté majeure sur le plan fondamental si le milieu n’est
pas purement cohérent.

(D.6)

D.13. Analyse du champ des vitesses
Placons-nous dans le cas des sols purement cohérents
(¢ = 0). Léquation (D.8) s’écrit :
du.ds, =0 (D.11)
ol Zl;i est un élément de la ligne caractéristique ;.

La relation (D.11) exprime que du est normale a la
ligne caractéristique B;. Soit AB un élément de B, Si,
aprés déformation, A vient en A" et B en B, on a

(fig. D.4)

U = AA A'B” /| AB

. N (D.12)
4 = B'B A'B” | BB

Fig. D 4.
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Il en résulte qu'un élément AB situé sur une ligne
caractéristique ne subit pas une variation de longueur
au cours de ['écoulement du massif (AB # A’B’).

Considérons un rectangle ABCD dont les cbtés se
confondent avec les lignes caractéristiques B, et B,
(fig. D.5). Aprés déformation, il subit une distorsion v
et se transforme en A B C'D’. On a, bien entendu :

2 €1y — Y = (D.13)
Fig. D5.
La variation de volume qui en résulte est :
_A_V_ _ AB.AC—AB ACcosy
v AB.AC -
1
= (1 —— COS Y) = T 'YZ (D.14)

Donc, & un infiniment prés de second ordre, on
peut dire que la déformation du massif s’effectue sans
changement de volume. Ce résultat est conforme & notre
hypothése de base [équation (D.1)]. De méme, un
¢lément de longueur AE faisant ’angle ® avec B, subit
une variation relative de longueur de valeur (fig. D.6).

A'E' — AE

e = AR = v sin ® cos w (D.15)
2
A E
s
// ,
s !
g E
e
A)
f
i w
Fig. D 6. A /3?1

D.14. Equations de Geiringer

En regardant la vitesse d’écoulement 'L—;, I’équation
(D.11) permet d’écrire :
dv.ds; =0 (D.16)
En un point A du massif désignons par v, et v, les
composantes de la vitesse suivant les lignes caracté-
ristiques §; et B,. On peut écrire :
— . —>
V=018 + V8
(D.18)

P -

ds; = e;ds

oll e, et e, constituent une base mobile orthonormée
(fig. D.7).

On a :
dv = UICE + g:dvl + Uzd_e;+(;;d1)2
L’éqiatjgn (D.16) donne alors suivant la ligne B, :
e dv = dv,— v, db (D.19)
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Fig. D7.

Suivant la ligne §,, on trouve également :
e, dv, = dv, + v, d8 =0 (D.20)
Les relations (D.18) et (D.19) sont les équations de
Geiringer.
D.141. Cas particuliers

Si dans le massif régne un équilibre homogéne, les
lignes caractéristiques sont alors constituées par des
droites et 'on a 6 = cte

Si le systtme de référence (x;, x;) est pris parallé-
lement aux lignes caractéristiques B, et B,, les équations
(D.19) et (D.20) montrent alors que la solution
générale est de la forme (fig. D.8):

4
13

A

X
»
Fig. D 8.
vy = v; (%)
} (D.21)
v,y = V(%))

ot v, (x,) et v,{x)) sont des fonctions quelconques.

Dans le cas ol v; et v, sont constantes, la zone en
équilibre limite se déplace comme un solide.

S*il s’agit d’un équilibre en éventail de Prandt, en
utilisant les coordonnées polaires (r, w), on a (fig. D.9) :

*» Sur une ligne caractéristique B, constituée par une

droite :
dw =dd =0 9:0)—}—*::— (D.23)
dv, =0 v, = vy (W) = f () (D.22)

 Sur une ligne caractéristique f,, qui est un arc de
cercle, on trouve :

v, =—/(®)+¢g@) (D.24)
Dans le cas oll f(®) = 0, Pécoulement suivant une

ligne caractéristique {3, consiste en un mouvement de
rotation autour du centre O.
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Fig. D9.

D.142. Ecoulement sous une fondation rigide lisse

La fondation AB est soumise a une charge uniforme
et poingonne le sol avec une vitesse V. On se propose
d’examiner les deux schémas d’écoulement suivants
qui acceptent, d’ailleurs, la méme charge limite :

g=@+mec (D.25)

Schéma de Prandtl

Le sol sous la fondation comporte trois zones
d’équilibre (fig. D.10).

La zone ABC (fig. D.11) est en équilibre homogene.
Elle suite la fondation dans son mouvement vertical
avec la vitesse V. Ses composantes suivant §; et §, sont :

V2
'Ul e 'Uz - V D

5 (D.26)

Le mouvement dans [’éventail BCD est défini par
(fig. D.12)

Rz

Fig. D 12. B,
‘l)l — f’ ((1)) =0
V2 (D.27)
v, =
2 2

La zone BDE (fig. D.10) est en équilibre homogene.
Elle est refoulée vers le haut comme un corps solide
et glisse suivant DE avec une vitesse de composantes

'0120 'UZZV‘_‘""‘“

2

On constate que le champ de vitesse subit, suivant
BC notamment, une discontinuité.

Fig. D 10.

Fig. D 11.
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Schéma de Hill

Fig. D13

La zone OBC (fig. D.13) est en équilibre homogéne
et 'on a :

v, =0 2
n=VVE | ©2
L’éventail BCD subit un mouvement caractérisé par :
v, =0 1
Y | 02
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Enfin, la zone BDE glisse suivant DE avec la vitesse :

Comme on peut le remarquer, 'avantage du schéma
de Hill est que le champ de vitesses ne comporte pas
de discontinuités a lintérieur des régions OCDE et
OFGH.

D.15. Remarques

1) Si T'on suppose que la déformation du massif
s’effectue avec un changement de volume dépen-
dant du tenseur de contraintes (o), 1’équation
(D.1) s’écrit alors :

AV By Bu,
== = G
V axl + axZ f(_)
On peut vérifier que les lignes caractéristiques ne
sont pas modifiées. Par contre, la relation (D.11)
ainsi que les équations de Geiringer ne sont plus
valables.

(D.30)

2) Afin de faire coincider les lignes caractéristiques
pour les contraintes avec celles des vitesses et
éviter la difficulté évoquée au paragraphe D.1.2,
certains auteurs proposent des approches qui font
abstraction de la nécessité de faire coincider les
directions principales des tenseurs de contraintes
et de déformations.

3) Si 'on se trouve en présence de différentes solu-
tions statiquement admissibles, le choix de la

solution nécessite alors l'examen du champ de
déformations.

Ajoutons que si 'on a une solution avec une ligne
de discontinuité pour les contraintes et une autre qui
n’en comporte pas, il y a lieu de retenir, a priori, la
seconde.

D.2. Problémes tridimensionnels

Dans le cas d'un probléme plan, les deux équations
d’équilibre et le critére de Coulomb permettent norma-
lement de déterminer les contraintes oy, 6., et o,

Pour un probléme axisymétrique, les deux équations
d’équilibre et le critere de Coulomb ne suffisent plus
pour avoir les quatre composantes de contraintes o,
0, 0, O,. Parfois, on introduit une hypothése complé-
mentaire due 2 Haar-Karman qui consiste a prendre o,
égale a4 o, ou & g,. Le traitement du probleme devient
alors possible.

Pour un probléme tridimensionnel, les trois équa-
tions d’équilibre et le critere de Coulomb sont insuf-
fisants pour déterminer les six composantes du tenseur
de contraintes ¢,;. La connaissance des lois de compor-
tement des sols en état d’équilibre limite est indis-
pensable pour avoir les relations complémentaires utiles
pour le traitement du probléme. Bien qu’un grand
nombre de travaux en laboratoire aient été réalisés
au cours des dernieres années, nous ne disposons pas
encore de résultats suffisants pour pouvoir traiter les
problgmes tridimensionnels.
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THEORY OF PLASTICITY AND LIMIT EQUILIBRIUM IN SOIL MECHANICS

Design methods in soil mechanics and structural analysis have developed
differently because of the nature of the problems to solve and the available
design tools.

Since Coulomb, two centuries back, the study of the stability of earth
structures has been based on limit state analysis. For general structures, the
calculation was undertaken only in the service phase and linear elastic behaviour
of the materials used was assumed.

With the new possibilities offered by data processing and an improved
knowledge of the rheology of materials, the present tendency is to consider
these two approaches as complementary and to proceed simultaneously, whatever
the nature-of the engineering structure, with an analysis in service and at
limit state. It is indeed essential to know the behaviour of the structure in
service as well as the safety interval which can be counted upon.

This article reviews the application of the theory of plasticity to various
problems of limit equilibrium in soil mechanics and updates different contri-
butions which the author has already published on this question.

DIE PLASTIZITATSTHEORIE UND DAS GLEICHGEWICHT
IM GRENZZUSTAND IN. DER BODENMECHANIK

Die Dimensionierungsmethoden in der Dodenmechanik und der Statik haben
sich infolge der Art der zu losenden Probleme und der zur Verfiigung stehenden
Rechenmoglichkeiten unterschiedlich entwickelt.

Seit Coulomb, d.h. seit 200 Jahren, basierte die Stabilitdtsuntersuchung fiir
Boden auf einer Analyse des Grenzzustands der Tragfdhigkeit. Fiir Bauwerke
wurde dagegen nur der Gebrauchszustand untersucht und ein linear-elastisches
Verhalten der verwendeten Materialien unterstellt.

Aufgrund der durch die Informatik gebotenen neuartigen Moglichkeiten und
einer besseren Kenntnis der Rheologie der Materialien, geht die gegenwirtige
Tendenz dahin, die beiden Vorgehensweisen als komplementdr anzusehen. Man
will gleichzeitig, unabhangig von der Art des Bauvorhabens, sowohl den
Gebrauchszustand als auch den Grenzzustand der Tragfihigkeit betrachten.
In der Tat ist es unerldsslich, sowohl das Betriebsverhalten als auch den Sich-
erheitsabstand zu kennen, auf den man sich verlassen kann.

Die hier vorgestellte Studie ermittelt den Anwendungsstand der Plastizitéts-
theorie auf eine Reihe von Fragestellungen zum Gleichgewicht im Grenzzustand
in der Bodenmechanik und setzt verschiedene veroffentlichungen fort, die der
Autor zu dieser Frage publiziert hat.

LA TEORIA DE LA PLASTICIDAD
Y EL EQUILIBRIO SUS LIMITES EN MECANICA DE SUELOS

Los métodos aplicables en cuanto al calculo dimensional en Mecdnica de
Suelos y para el analisis de las estructuras han evolucionado de forma distinta
debido a la propia naturaleza de los preblemas que se trata de resolver y de
los medios de calculo existentes.

Desde Coulomb — hace dos siglos — el estudio de la estabilidad de las
obras de tierra se venia fundando en un analisis del estado limite. Para las
estructuras, el cédlculo se efectuaba tunicamente en fase de servicio y se suponia
un cdlculo elastico lineal de los materiales utilizados.

Con las nuevas posibilidades brindadas por la informadtica, asi como un
mejor conocimiento de la reologia de los materiales, la tendencia actual
consiste en considerar estos dos enfoques como complementarlos y proceder
simultaneamente, sea cual la naturaleza de la estructura, a un analisis en
fase de servicio y en el estado ultimo. Effectivamente, parece 1nd15pensable
conocer el comportamiento de la estructura en curso de utilizacién, asi como
el intervalo de seguridad con que se puede contar.

El presente estudio indica el estado de la situacién actual respecto a la
aplicacién de la Teoria de la plasticidad a diversos problemas de equilibrio
limite en Mecanica de Suelos y menciona diversas publicaciones que el autor
ha presentado y a respecto a este problema.

Les theéses et la méthode d’exposition adoptées par les auteurs peuvent parfois heurter certains
points de vue habituellement admis. Mais il doit étre compris que ces theéses, a l'égard
desquelles U'Institut Technique ne saurait prendre parti, ne visent en rien les personnes ni
le principe des Institutions.
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